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Vorrede 





Der erste Band dieses Journals für die reine und ange- 
wandte Mathematik, dessen Fortsetzung hier beginnt, hat 
sich in allem Betracht eines unerwartet guten Erfolgs zu er- 
freuen gehabt. Von den Anerkennungen und Aufmunte- 
rungen, die dem Journal zu Theil geworden, ist vor allen 
diejenige zu nennen, womit dasselbe von Höchsten Behör- 
den des Hocherleuchteten Königlich-Preulsischen Gouver- 
nements beehrt worden. Diese, die Wissenschaften mit so 
ausgezeichneter Munificenz und thätigem Fifer beschützen- 
den und befördernden Höchsten Behörden haben eine nam- 
hafte Zahl von Exemplaren für verschiedene Unterrichts- 
Anstalten und Bibliotheken ankaufen zu lassen und dadurch 
die Fortdauer des Journals kräftig zu unterstützen beschlos- 
sen. Der Herausgeber, und gewils jeder Freund der Wissen- 
schaften, sagt Ihnen dafür den aufrichtiesten Dank. Eine 
solche thätige Beförderung muls nothwendig den Eifer, das 
Unternehmen möglichst zu vervollkommnen, kräftig ver- 
stärken. 

Sodann haben die Gelehrten in mehreren Ländern, und 
vorzüglich in Frankreich, die Zeitschrift nicht allein mit Bei- 
fall aufgenommen, sondern auch durch eigene Thheilnahme 
unterstützt. 


Endlich hat das mathematische Publicum sich für das 
Journal auf eine so erfreuliche Weise interessirt, dafs Ilof- 


% 








II Yorrede, 


nung vorhanden ist, die Zeitschrift werde noch immer mehr 
Theilnahme finden, und immer weiter gedeihen, je mehr sie 
bekannt wird, und je mehr sie sich selbst, für die Zwecke 
die sie sich vorgesetzt hat, entwickelt. 


Der Ilerausgeber beginnt also die gegenwärtige Fort- 
setzung mit Vertrauen und lHlofinung auf einen ferneren gu- 


ten und immer besseren Erfole. y 
. 0 


Der Plan und der Zweck der Fortsetzung bleibt im Gan- 
zen der nemliche, wie er in der Vorrede zum ersten Bande 
angedeutet ist. Nur hat es den Gelehrten und Kennern, die 
den Herausgeber mit ihrem Pıathe beehrten, so wie ihm selbst, 
nicht unzweckmälsig geschienen, diejenigen Aufsätze, welche 
ein weiter verbreitetes Interesse, besonders für den eigent- 
lichen Gelehrten haben, um sie allgemeiner lesbar zu ma- 
chen, in lateinischer oder französischer Sprache zu geben, 
welche Sprachen Denen, die in einer Wissenschaft weiter ein- 
dringen, fast in allen Ländern eben so verständlich sind, als 
die Muttersprache. Dieses wird also hinfort geschehen. Eine 
Aufforderung zu dieser Abänderung lag auch schon beim er- 
sten Bande gewissermalsen darin, dals ein sehr grolser "Theil 
seines Inhalts dem llerausgeber nicht in deutscher Sprache 
mitgetheilt worden ist, sondern von ihm erst hat übersetzt 
werden müssen; desgleichen darin, dals er, wiederum einen 
srolsen Theil der Abhandlungen von aulserhalb Deutschland, 
namentlich aus Frankreich, den Niederlanden, Dänemark, 
Schweden etc. erhielt, wodurch sich gleichsam die Ten- 
denz des Journals, eine allgemeine Zeitschrift zu werden, 
nicht undeutlich aussprach, welcher Tendenz er dann auch, 
da die Allgemeinheit der Mittheilung ohne Zweiiel am 
allerkräftigsten zur Erreichung des Zweckes des Unterneh- 
mens wirken wird, mit Vergnügen nachgiebt. 
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Sodann finden es die Freunde des Herausgebers, mit ihm, 
nützlich, Aufgaben aus der Mathematik aufzustellen, und 
sie durch das Journal beantworten zu lassen, wie es schon 
bei dem ersten Bande im Voraus angedeutet worden ist, und 
wie von der vortrefllichen, von Herrn Gergonne zu Mont- 
pellier redigirten mathematischen Zeitschrift, seit vielen Jah- 
ren, mit so bedeutendem Erfolge geschiehet. Das Journal 
wird also fortan dergleichen Aufgaben, oder auch zu be- 
weisende Lehrsätze enthalten, und die Mathematiker wer- 
den hierdurch zum Beantworten der ersteren und zum Be- 
weisen der letzteren eingeladen. 

Endlich finden die Kenner es nützlich und angemessen, 
dals Jedermann, der durch mathematische Forschungen zu 
Resultaten gelangt ist, die neu zu sein scheinen, sie mögen 
in Lehrsätzen oder in Erläuterungen schwieriger Gegenstände, 
oder in Betrachtungen, oder auch selbst in Aufgaben beste- 
hen, durch das Journal Gelegenheit finden möge, dieselben 
bekannt zu machen. Der Herausgeber ladet demnach hier- 
durch zur Mittheilung solcher Resultate ein. Auch wird er 
Anzeigen von mathematischen Schriften, die im Werke sind, 
und Beurtheilungen erschienener Schriften, wobei aber, wie 
bei dem ganzen übrigen Inhalte des Journals, Alles was irgend 
Jemand verletzen könnte, unbedingt und strenge ausge- 
schlossen bleibt, gern aufnehmen. Nur muls bei diesen 
Mittheilungen und denjenigen der Auflösungen von Aufgaben 
und der Beweise ausgestellter Lehrsätze die natürliche Bedin- 
gung Statt finden, dafs Dusjenige was etwa nicht zur Bekannt- 
machung durch das Journal vom Herausgeber geeignet ge- 
funden werden möchte, zurückgegeben werden dürfe. 

Diejenigen Zuschickungen für das Journal, welche nicht 
von den besonders eingeladenen Mitarbeitern kommen, muls 
sich aber der Herausgeber portofrei erbitten. 











IV Vorrede, 


Die oben erwähnte erfrenliche Aufnahme des ersten Ban- 
des dieser Zeitschrift kann den Herausgeber, dessen ganzes 
Streben seiner Wissenschaft gewidmet ist, und der kaum eine 
andere Freude kennt, als für dieselbe zu wirken, nicht an- 
ders, als mit dem lebhaftesten Eifer beseelen und ihn er- 
muntern, alle seine Kräfte anzuwenden, auch hier auf die- 
sem Wege Alles, was in seinem Vermögen ist, zu dem vor- 
gesetzten Zwecke zu thun. Er wird keine Mühe und keine 
Aufopferung bei diesem Bestreben scheuen, und wünscht für 
sich nichts weiter, als dals es ihm damit auch fernerhin und 
noch immer mehr gelingen möge. Der Herr Verleger der 
gegenwärtigen Fortsetzung, dessen Eifer, wissenschaftliche 
Werke seinerseits fördern zu helfen, rühmlichst bekannt ist, 
und dem ‚der Herausgeber schon bei seinen eigenen, in dem 
nemlichen Verlage erschienenen mathematischen Schriften, so 
manche denselben nützlich gewesene Gelälliskeiten schuldig 
ist, wird gewils auch seinerseits Alles thun, was zur För- 
derung des Unternehmens gereichen kann. 

Es ist nur nech übrig, das Publicum und Jeden der sich 
für die Mathematik, diese für so unzählige Verhältnisse des 
Lebens und für die Verbreitung und weitere Entwicklung 
der allgemeinen Intelligenz, jener wahren Quelle des Wohl- 
seins, wichtige und nützliche Wissenschaft interessirt, wie 
hierdurch geschiehet, zu bitten, dem Unternehmen ferner 
und immer mehr seine Aufmerksamkeit zu schenken, und 
dasselbe durch Verbreitung und Theilnahme unterstützen 
und fördern zu wollen. 


Der Ilerausgeber. 








1. 
Ueber den Ausdruck der verschiedenen Wurzeln einer 
Gleichung durch besummte Integrale. 
(Vom Herrn Prof. Jacobi. ) 





1. 
Im Isten Bande der Memoires des savans Eetrangers vom J. 1800 hat 
Parseval die Lagrangesche Reihe, welche die Wurzel einer gegebe- 
nen Gleichung ausdrückt, durch Hülfe bestimmter Integrale zu summi- 
ren, und die von ihm so gefundene Formel auf directem Wege zu be- 
weisen versucht. Später hat Bessel in den Abhandlungen der Berliner 
Academie vom J. 1816 — 17 eine berühmte Anwendung der bestimmten 
Integrale auf das Keplersche Problem gemacht. Da neuerdings die 
merkwürdigen Formeln, welche Cauchy im 19ten Hefte des polytech- 
nischen Journals gegeben hat, wieder die Aufmerksamkeit der Analy- 
sten auf diese Art, die verschiedenen Wurzeln einer Gleichung zu be- 
stimmen, gelenkt haben, so sei es mir vergönnt, die von Parseval an- 
gefangenen Untersuchungen wieder aufzunehmen und zu vervollständigen. 


0 


Es sei eine Function f(x) in eine convergirende Reihe entwickelt, 
von der Form: 


A-+ A’cosx + A'cosIr + A''cos3x 4 etc. 
+ B’sine + B“sin?x + B'sindxc + etec., 
so hat man bekanntlich, wenn man sich der von Fourrier eingeführ- 
ten Bezeichnung der bestimmten Integrale bedient: 


j 1 7 h 
Du RR. 
A” — af ,® COSNx 0X, 


1 ku : a 
BV) = nf (x) sınn® dx. 
Diese Formeln folgen sogleich aus der Betrachtung, dafs 


TC ’ = 
/. COSMAXSInNNXCX—0, 


71, 


Crelle’s Journal. IL. Bd, 1. Hft. 1 
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dafs ferner, wenn 2 und z ungleich sind, auch 


t I [} [2 
FA COSMXCOSNXOIX—O, / sinmxzsinnzdx=0, 
© J I 


t 
hingegen, wenn m=n, beide Integrale —7 werden. Der Fall n=nr2=0 
macht eine Ausnahme, indem man dann 77 statt z erhält, daher auch 


1=;,/ Saar 


Diese Methode der Coefficientenbestimmung in der Entwicklung der 
Function /(x) findet sich zuerst in einer Abhandlung von Euler, vom 
J. 1777, die aber erst ım J. 1798, ım 11ten Bande der Nova Acta be- 
kannt gemacht wurde, und deren sich seitdem mehrere Analysten zu 
jener Coeflicientenbestimmung bedient haben. Umgekehrt sieht man, 
dafs, so oft eine Function f(x) auf andrem Wege ın convergirende Reı- 
hen von der angegebenen Form entwickelt werden kann, dieses zur Werth- 


bestimmung der Integrale 
+7 


f(x) COSNxXOX, E f(x) sın2nX* dx 
- J- 
dient. So oft aber ım Allgemeinen sıch eine Function ®(x) nach den 
positiven oder negativen Potenzen von x, oder nach beiden zugleich, ın 
eine convergirende Reihe entwickeln läfst, erhält man, indem man statt 
den Ausdruck 

re‘ VTt—r(ose+tsiney—1) 
setzt, für die Function O®/re**Y') eine Reihenentwicklung, die nach 
den Vielfachen der Sinus und Cosinus des Winkels x fortschreitet, und 
die immer convergirt, wenn r sich zwischen denselben Grenzen befindet, 
ın welchen x bei der Entwicklung der Function ®(x) enthalten sein 
müfßste, damit die Entwicklung eine convergirende Reihe gäbe. Jede 
solche convergirende Reihenentwicklung von ®(x), nach den Potenzen 


von v, Führt uns also zur \Verthbestimmung der Integrale 


.tsYon n + 
/ D(re xy )cosnxcor, FA © per )sinnxox. 
ı ni @ 


Die Combination dieser giebt die bestimmten Integrale 


0 
a ® Er ee 
/ ? ret*V=NıLOl(re af nl . a28s, 
“ — T 


sın 





IK: : 
. Baus, 





# ! “ ret*V vrY. EN m CT Zune Sr 
/ 


pP v—l | sin 


aus welchen die imaginären Gröfsen verschwunden sind. 
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Man wird also, wenn die Function Pr), jenach den ver- 
schiedenen Grenzen, innerhalb welcher sıch & befindet, an- 
ders entwickelt werden mu/[s, damıt man convergirende 
Reihen erhalte, für jene bestimmten Integrale, nach den 
verschiedenen Werthen von, oft wesentlich verschiedene 


Resultate erhalten müssen. 
5, 


Es sei jetzt ®(x) der Logarıthme eines Polynomiums 
a+bx te" td +... +. 
Es seien ferner 
u, u, Del, 222 a) 
die Factoren dieses Polynomiums, so ist sein Logarıthme gleich der 
Summe der Logarıthmen dieser einzelnen Factoren. Diese einzelnen Lo- 





garıthmen müssen nach den verschiedenen Grenzen, in denen x enthal- 
ten ist, verschieden entwickelt werden, um convergirende Reihen zu ge- 
ben. Denkt man sich nemlich, es seien die Wurzeln 
AM eat A 

so geordnet, wie sie ıhrer absoluten Gröfse nach auf einander folgen, 
d. h.: ohne auf das Zeichen zu sehen, und bei einem Paare imaginärer 
Wurzeln nur Rücksicht genommen auf dıe Quadratwurzel ılıres Products: 
so müssen ım Allgemeinen 


) wenn x gröfser ist als alle Wurzeln, alle Logarıtımen nach ab- 


steigenden, 
2) wenn x kleiner ist als alle Wurzeln, alle Logarıthmen nach auf- 


u. 
steigenden, 
3) wenn x ım genannten Sinne sich zwischen den Wurzeln « 
at) befindet, die Logarıthmen 
log (2 — 4), log (2 — a"), eo. 0.9 los (x — a") 
nach absteigenden, die übrigen nach aufsteigenden Potenzen von x 


entwickelt werden, damit man convergirende Reihen erhalte. 


4. 


"9 und 


Setzt man nun ın 
Dex) = lege +bxr Her” +....+ ar) 
statt x den Ausdruck ret*Y"', so erhält man 
Pre VI) +PrO VI) = 


2} 


log'/a+brcosx +er?cos2X +....+ rPcospx)’+ (brsinx+er’sin2r+... + r”sınpa'\, 
ı* 
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welchen Ausdruck wir mit log(U?’-+7?) bezeichnen wollen. Will man 
die unter dem Logarithmenzeichen begriffene Function entwickeln, so 
erhält man V”’+H/’ = 
+’ er rP 
+ 2Ircosx (ab+ber+ cdr’ +etec..,..) 
+ 2r’cos?2x(ae+bdr’+ cer! +etc.....) 
+ Nr cosdx(ad+ber’-tHefr +etc.....) 


. . ® EZ . ® } . . “ . . > - . E 


Aus dieser Formel erhellet im Vorbeigehen, dafs, wenn eine Reihe 
ff) =atbxr te" +dx-+ etc. 
gegeben ist, die Reihen 
a tb’ Her +4d’r +etc., 
ab+-ber+cdr+der” -t ete., 
ac+badr+cer+dfr’ + etc., 


sich ausdrücken lassen durch die bestimmten Integrale 





T . TUR = ER 
er )f(re xy 0x, 


fi re VY fire” "V- ')cosxodx, 


1 . n me 
an J_ See See 7 os2x0r, 





® . . ’ ” . v . 


h) 
Die convergirende Reihenentwicklung von log(U”-+-F?) giebt, 


i) wenn r gröfser ıst als alle Wurzeln uw‘, u, a, a 


’-- etc.); 


] 2 yorf® u a? n 3 E a4 
plogr — 22, cos2 . 5, C052x 13 cos3cH+ 


)) wenn r kleiner ıst als alle Wurzeln u‘, a”, a’ 


A 2 .3 
e ya r . 1 a Fe 
log. _ 227 cosC 47; = 0083c-+ 7, — 00542 + etc.) ; 
3) wenn @«®" <r > u), in Omen re Sinne: 
a* 
‚ 2 > \ » / 
klogr—? (& cos x +5; c+ 3 + I cos4x + etc.) 


BER R . pr’ " ui; “ y4 
+23, (lora® — — c0osx — COS IC — z— C05I% 
A+1 ” ‘ 








? 


























& Va? » 3a: a 4a* 


wo man unter I),\"(a) die Summe der Ausdrücke versteht, dıe erhal- 
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ten werden, wenn man in :'b (wa), statt &, nach einander, a”, u”, 
art), 2... 0”) setzt. 
Nach diesen 3 verschiedenen Fällen erhält man 


1 T ’ ’ 
uf s@ +Mor= 
1) plogr’; 2) loga’; 3) klogr? + loga'? + logat" +... + loga”'; 
3/15 0°+7) cosnzeor — 


"Lu" t...+ ur”); 





r" 


2) -(; Ze ut Zum EEE ee“ ; 
1 

3) wo "+" Ha" t....+ 0”) 
r” 1 1 1 

14 Hletzetet +). 


ar 
6. 











Es ıst bekanntlich 


log (u + u V—1)— log (u—vV —1) __ v 
ay —1 — Arc. tang. ns 





Hieraus folgt 
1logd re eV) _]ogQ (re N 


brsinc-t er*’sin?2-+....+r?sinpx 
a-tbreosstecer:cos2?x-+....+rPeospx’ 


welches wir mit Are. tang. 4 bezeichnen. Man erhält so 


vv —l 
=— Arc. tang. 











rn ® Tr 
Arc.tang.- — + Arc. tang. — ea ‚+ Arc.tang. — — +.... 


rC0OSX—& DO’ rcosa— a’ 


rsın 3E 
....}+ Arc.tang. 


COS X —G 





pP) " 


2 
Die convergirenden Reihenentwickelungen für Arc. tang. 7 geben naclı 
den verschiedenen Fällen 


<r (% a. ER eh 
1) pc+2, — Sm}. gene x-+ . x etc.), 


2) _._ [2 sin 5, So ee er -sin#xc + etc.), 


[4 














S7sindn + sind + etc. 


3) kx En 5 (&s sinct 5 
3, (Zsinc+ 3 


2x4 EEE ete.). 
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Bemerkt man ferner, dafs durch theilweise Integration: 


u ’ cosnx 1 Lcosn® sinnx 
fesin na ox = Rn cosnzdı = — —— + une 
n n n n 





2 ’ 


also 
Iapr,. 2 
/ 2 SDBAT OK == + I_ 


zu 1 


wo das obere Zeichen gilt, wenn z ungerade, das untere, wenn n gerade 
ıst, so findet man: 


- \rc.tan EIER ER — 
ne: P. . a I er — 
En 5 U 

2» 


1 
” -1- ori a‘ "+ a" .. a" .— u + um”); 


„ a 1 1 1 
2 wg rar Pr RER er ; 


it 











{L U ü ap 
3 +— u "ta" Hab... + a” 
n np 
r" ] 1 3 
re ar ri Are)" + RZ E 


vv 


is 

Für den 3ten Fall also, wenn der absolute Werth von r zwischen 

Bi 1, 1 .. » . 

den absoluten Werthen von a“ und «“*” fällt, findet man aus |. 


nr yın AL n. 1 1 1 
— (a"+ u +....t+a.®)+r (tet ta 


/ n 
f 9 Ü P; 


uf). los(U" HF) cosnx 0x; 


9: 

















aus $. 6.: 
le pe h") _ pn . u 1 \_ 
— (@ tu +... .+.."7 )—1 INTETO hu TEE En BEE ale) = 
en 4 
+ 2% +- Are. tang. — sıinnx ex. 


Die Combınation beider nn giebt 
y” n N IN 
Ha" ta" he... ta" = 
ny" vr er 
+ kr" + 5 eier : Arc. tang. g.; —cosn« log vÜ’- y°)) 0%; 


) 1 


! 
MT + ES; ne PT, == 





( 


m) 


n ’ ü i 
Be = In, (sin nx Arc.tang 6 cosnxlosy(U’+ 7?) ))öx. 
r 
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Nimmt man eine neue Gröfse r’ so, dafs ıhr absoluter Werth zwischen 
den absoluten Werthen von «""" und «” liegt, so erhält man dadurch, 
dafs man in den bestimmten Integralen r’ statt r setzt, die Werthe von 


a" + WW" + ua" 4... 4 a0, 


1 1 ee 1 1 
am” art)” te am” 








Nimmt man die Differenzen dieser Ausdrücke und der vorigen, so er- 


als die Differenz zweıer be- 





hält man die Werthe von «”" und er 
(,\ 


stimmter Integrale, die blofs ın einer Constante (r, r‘) von einander dif- 
feriren. Wir haben also das merkwürdige Beispiel eines bestimmten 
Integrals, welches ganz verschiedene Werthe erhält, nach den Grenzen, 
in welchen eine Constante desselben eingeschlossen ist, und in welchem 
zugleich der individuelle Werth dieser Constante gänzlich verschwun- 
den ist. Bezeichnen wir das bestimmte Integral, welches uns den 


Werth von 


u” u u” =. a" + BE URR: + am” 


J[r® OR, 


und das Differential von Z"(r), nach r, mit F’(r), so können wir die ge- 
fundene Formel auch so ausdrücken, dafs die nte Potenz der Wurzel «a 


gleich ist dem doppelten Integral 


pP F'(r)öx Or, 
qa 


das Integral ın Bezug auf x, zwischen den Grenzen —r und +7 und 
in Bezug auf r, zwischen willkürlichen Grenzen genommen, die blofs der 


giebt, mit 


Bestimmung unterworfen sind, dafs zwischen ihnen, was ihre absoiute 
Gröfse betrifft, nur die einzige Wurzel a” liege. Im Allgemeinen wird 
jenes bestimmte Integral die Summe der ten Potenzen aller der Wur- 
zeln geben, welche zwischen den willkürlichen Grenzen liegen, so dafs 
also, wenn zwischen ihnen keine Wurzel liegt, dieses doppelte Integral 
immer O wird, zwischen den Grenzen r=0 und r=x aber, gleich der 
Summe der zten Potenzen aller Wurzeln sein wird. Solche Integrale 
zwischen willkürlichen Grenzen sind in den neuesten Zeiten öfters zur 
Sprache gekommen, und haben durch die Arbeiten von Cauchy und 
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Fourrier grofses Interesse erregt. So drückt die berühmte Four- 
riersche Formel den Werth einer Function aus mehreren (n) Variabeln 
[(x, Yy,2,....) aus, durch das vielfache Integral 


1 Ä n u 
mnj 605% (w—1) cos (y—v).C08Y (8) u. (U, V, 9, 0.) Eu CWERB VOyYoR 
Ir 


wo die Integrale, in Bezug auf «a, ß, y, etc., zwischen den Grenzen — x 
und + » zu nelımen sind, in Bezug auf is, v, », etc. aber, zwischen will- 
kürlichen Grenzen, die nur dadurch bestimmt sind, dafs zwischen ihnen 
die den Gröfsen x, Y, z, etc. ertheilten Werthe liegen. Ist dieses nicht 
der Fall, so wird das Integral immer verschwinden. Die Betrachtung 
solcher Integrale, die eine eıgenthümliche Analysıs erfordert, dürfte viel- 
leicht aus den hier gegebenen Formeln, die eine durchweg sichere Basis 
sewähren, einigen Vortheil ziehen. 

Ich will nur noch bemerken, dafs man aus den gesebnen Formeln 
sogleich auch den Werth jeder Function einer Wurzel als bestimmtes 
Integral erhält. Es ıst ferner zu bemerken, dafs die imaginären Wur- 
zeln nicht selbst, sondern nur dıe Potenzsummen eines Paars auf diesem 
Wege gefunden werden können, woraus man dann freilich auf mannich- 
fache Weise diese selbst darstellen kann. Um die Grenzen dieser Ab- 
handlung nicht auszudehnen, enthalte ich mich alles weiteren Details; 
behalte mir aber vor, auf diesen Gegenstand zurückzukommen. 

















i 
| 
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Sphärische Polygonometrie. 
(Vom Herrn Joseph L. Rabe, Verfasser der Abhandlung No. 26. im ersten Bande 


dieses Journals. ) 





1. 
Ks seien A,, F,, Z, drei aufeinander senkrecht stehende Coordinaten- 
axen. Die Coordinaten irgend eines Punctes gegen dieses festgesetzte 
Coordinatensystem wollen wir durch x, Y, Z vorstellen. 

Hat man nun ein zweites Coordinatensystem X,, F,, Z,; wo die 
Lage dieses neuen Coordinatensystems gegen das Vorhergehende dadurch 
bestimmt wird, dafs beide Systeme denselben Ursprung haben, und die 
Axe der Ä, mit der Axe der X, den Winkel «a,, so wie die Ebene 
der A, Y,, mıt der Ebene der X,F,, den Winkel 2,,bilden,; dann hat 
man, wenn die Coordinaten des bereits erwähnten Punctes, auf dieses 
neue Coordinatensystem bezogen, durch &> Vs» G bezeichnet werden, 
durch eine Transiormation der Coordinaten folgende Gleichungen: 

x = &,0050, — Sin, 
y= £,sina,cosb, + 1,0080,c0o58b,, — sind) » se... . (0). 

z = £,5ina, sind, + 1,c0s@, sin b, -- (cos y\ 
Diese Gleichungen zeigen also den Uebersang an, von dem Coordinaten- 
system Ä,, F,, Z, auf das Coordinatensystem A, F., Z:- 

Denkt man sich nun noch ein drittes Coordinatensystem A,, 7%, 
von der Art, dafs der Ursprung derselbe geblieben ist, und die Axen der 
X, und X, den Winkel «, bilden, und die Ebene der A,F, und ÄA,F, 
den Winkel 2, bilden, und sind die Coordinaten desselben Punctes, auf 
dieses neue Coordinatensystem bezogen, durch £,, v,, £, vorgestellt; dann 
hat man durch folgende mit den Gleichungen («) analoge Gleichungen 

E = & cosa, — v,5int,, 

u, = £, sine, cosb, + v,cosa, cos b,— (sind, 
£, — E sın @, sind, + v,cosa, sınd, + Q, cosb,, 
den Uebergang von dem Coordinatensystem A,, F;, 7, auf das X, FF, 
„7 


Z,. Will man aber den Uebergang von dem Coordinatensystem A,, 
Y,, Z, auf das X,, F,, Z, haben, so substituiren wir die hier aufge- 
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stellten Werihe für &,, v,, , in den Gleichungen («), wodurch sich fol- 


16) 


gende Gleichungen ergeben: 





x == £, (cos@, c05@, — sin@,sin@,cosd,) 
— vu, (c0s@,51na, + sın @,C050,CosD,) 
— £ sın ( sin Mn 
y=£ [(sin«,cos@, + cos@,sin«, cos b,)cosb, — sin a, sin b, sin d,] 
— u [(sın@, es 4, — 6050,C05@,cosb,)cosdb, + cosa, sin b,sind,] 8... .. (@°). 
— ( [sin 5, cosdb, + sin, cosb, cos ir ' 
z=£ |(sina,cosa, + cos a,sina, cosb,)sind, + sina, sin b, cos,] 
— vu, |(sın @, sin @, — 005 @,C05@,cosb,) sind, — cosa,sinb, cosd,] 
+ (, | cos b, cosb, — sind, sind, cos@,]. ) 


Hat man nun noch ein viertes Coordinatensystem Ä;, F,, Z,, wo 
derselbe Ursprung der Coordinaten ist, als in den vorhergehenden Sy- 
stemen, und wo @, und 2, für die Axen der Ä,, Y, und X,, F,; diesel- 
ben Bedeutungen haben als «, und 2, für die Axen X,, F, und X, I» 
oder als @, und 5, für die Axen X,, F, und X,, F,; sind ferner, analog 
mit der vorhergehenden Bezeichnungsart, &,, v,, &,, die Coordinaten des- 
selben Punctes, auf dieses neue Coordinatensystem bezogen, so hat man 


zuerst folgende mit (@) analoge Gleichungen: 


r en. ıı cınY 
= 8,005, — V,5in@,, 
« . n . 
v, = £,sına, cosb, 7 1,0050, cosb, — C,sind,, 
& —= £ sına,siınd, + 0,0050, sind, + C,sinb,, 


„Tr 2 


welche den Uebergang von dem Coordinatensysteme AÄ;, F;, Z, auf das 
A,, F,, £, ausdrücken. Eben so drücken folgende mit («@‘) analoge 
Gleichu ngen: 

A £,(c05@,c05@, — sın Q, sınQ, cosb,) 


N. 


v, (C05@, SINn@, + Sin@, Cosa, cos b,) 
+2 sına, sınd,, 
r &, (sine, cosa, + cosa, sin @, cos b,) cosd, — sın a, sın b, sınd,] 
Bike sin@, sINn@, — C05@, 0050, C0Sb,) c055, + Cosa, sın b, sın b,] 
— G I|sınd, cosd, + cos, sınd, cosa@,| 
„sine, cos@, + cos, sina,cosb,)sind, + sin a, sın 5, cosd,] 


F 


#_ 


Wr. 


— U, Ai a, sin@, — C0S 7, C050, cosb,)sind, — C0SQ, sin, cosd,] 

+ (| cosb, cosd, — sind, sind, cos@, ] 
den Uebergang ven dem Coordinatensystem A, Y,, Z, auf das Ay Yu 2.- 
Fliminirt man endlich aus den letzten drei Gleichungen und den Glei- 
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chungen des Systems («) die Gröfsen &,, u, 5, so erhält man für den 
Uebergang von dem Coordinatensystem A;, Y;, Z, auf das zuerst fest- 
gesetzte Coordinatensystem A,, Y,, Z, folgende Gleichungen: 
x—$,[(Cosa, cosa,—sina, sina, cosb,) cos ay—(sina, C0sa,-+ cosa, sina, cosb,)cosb, sin a,\ 
+sina, sind, sin b,sina, | 
— v,[(cosa, sina,+sina, Cosa, cosb,) cos ay,—(sina, sina,— cusa, c0Sa, Cosb,) cusb,sinag 
— cosa,sinb, sind, sina,| 
+ [,[(sinb, cosb,-+cosb, sind, cosa,)sina, + sina, sind,cosa,|, 
y=8,[(cos a, cosa,— sin a, sina, cosb,) cos by sin au — (sina, c0sa, + Cosa, sina,cosb,) 
x (sind, sinb,—cosb, cosb, cos a,)— (sin by cosb, +cosb, sind, cos a,)sina,sinb,| 
— v,[(cosa, sina, + cos a, sina, cos b,) cosb, sina, — (sina, sina, — Cosa, C0$ a, cos b,) 
x (sind, sindbo—cosb, cosb,cosa,)+ (sinb,cusb, + cosb, sinb, cos a,) cosa,sinb, | ...[a”‘) 
+[£, [sin a, sina, sinb, cosb,— (sin b, cosb, + cosb, sinb, cosa,) cos b, C0S ag 
— (cosb, cosb,—sinb, sind,cosa,)sinbo|;, 
2 = 5,|(cosa, cosa,—sina, sina,cosb,)sina,sinb, + (sina, cosa, + cusa, sina, cosb,) 
x(sinb,cosbo+ cos b, sinb,cos«,) + (cos b, cosb, —sinb, sinb, cosa,)sina,sinb,] 
—v,|(cosa, sina,+ sina, cosa, cosb,)sina, sinb,+ (sina, sina, — 05a, C05a, cos b,) 
x(sinb,cosb,-+ cos b, sin bo cosa,)— (cosbo cosb, — sin b, sin b, cosa,) cusa,sindb,] 
+L, [sina, sina, sinb,sinb,—(sinb, cosb,+ cosb, sinb,cosa,)cosa,sinb, 
. J 
Wir haben bisher gezeigt, wie man von einem Coordinatensystem 
auf eine Reihe von auf einander folgenden Coordinatensystemen, wo im- 





+ (cosb,cosb,—sinb, sinb,cosa, cosb, 





mer ein jedes folgende Coordinatensystem auf eine ähnliche Art von 
seinem nächstvorangehenden abhängt, übergehen kann; man kann übri- 
gens die Anzahl der auf einander folgenden Coordinatensysteme nach Be- 
lieben vermehren, und so wird es nach dem bis jetzt Vorgetragenen keine 
Schwierigkeit haben, aus den gegebenen Coordinaten irgend eines Punc- 
tes gegen ein Coordinatensystem die Coordinaten desselben Punctes ge- 


gen was immer für ein verlangtes System zu finden. 


9 
In dem Vorhergehenden legten wir ein Coordinatensystem X,, P 


OO, 

/, zu Grunde, und bestinnmten gegen dieses die Lage eines zweiten 
y* _ > . . 

Coordinatensystems Ä,, Y,, Z,; dieses letztere ıst dadurch hervorgegan- 


- 


gen, dals die Ebene der Ä,Y, um die Axe der Ä,, als um eine Dre- 
hungsaxe, einen Winkel D, beschrieben hat, wodurch sie die Ebene der 
X, Y, wurde; die Durchschnittslinie der Ebenen Ä,Y, und Ä,Y, ist die 
Axe der X,, und die Axe der X, beschrieb ın der Ebene der X,Y, um 
den Anfangspunct der Coordinaten, als um einen Drehungspunct, einen 


Winkel «,. Man sieht also, dafs während dieser Axenverschiebung ır- 


Ey 


» 
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send ein Punct 2 in der Axe der x einen Bogen a, beschrieben hat, 
während dafs ein Punct z der Axe der z einen Bogen 2, zurückge- 
legt hat. 

Der Winkel der Coordinatenebenen X,Z, und Y,Z, ist gleich dem 
Winkel der Coordinatenebenen Y,Z, und Y,Z, und gleich «,; die Ebenen 
der F,Z, und Y,Z, fallen aber zusammen, und so bilden demnach die 
Ebenen der Y,Z, und F#,Z, ebenfalls den Winkel «,. 

Beı der zweiten Transformation bewegt sich die Ebene der X,Y, nach 
derselben Richtung, um die Axe der X, als Drehungsaxe, um einen 
Winkel d,, wodurch dann die Ebene der X, F, ın die Lage der Ebene der 
xX,r, fällt. Die Durchschnittslinie dieser beiden Ebenen oder die Axe 
der X, bewegt sich ebenfalls nach derselben Richtung, wie in der ersten 
Transtormatıon, in derEbene der X,}Y, um den Ursprung der Coordina- 
ten um einen Winkel @,. Betrachtet man nun zugleich die Bewegun- 
gen der beiden Puncte, die wir so eben durch 2 und z bezeichnet ha- 
ben, während dieser zweiten Transformation, so sieht man, dafs mm einen 
Bogen @,. und 2 einen Bogen 5, beschrieben hat. Die von dem Puncte 
m gebildeten Bogen gröfster Kreise irgend einer Kugel schliefsen einen 
Wınkel 2, ein, nach der gemachten Voraussetzung; und die beiden von 
dem Puncte 2 gebildeten Bogen gröfster Kreise 5, und 5, irgend einer 
andern Kusel schliefsen einen Winkel «@, ein; denn nach dem Vor- 
hergehenden bilden die Ebenen #,Z, und F,Z,, ın welche die Bo- 
sen Ö, und 2, fallen, ebenfalls den Winkel «a,. Es läßst sich eben so 
leicht zeigen, dafs bei einer nochmaligen Transformation der Punct m 
den Bogen «@, eines gröfsten Kreises beschreiben wird, wo die Bogen «, 
und @, den Winkel d, bilden, und der Punct z2 einen Bogen 2, beschreibt, 
so dafs 5, und 2, einen Winkel «a, bilden. 

Fährt man fort mit dem Verschieben der Coordinatenaxen, so 
sıeht man, dafs die Puncte 2 und n (falls dıe Distanzen von 72 sowohl 
als von 2 bis zu den Ursprungs-Coordinaten, während der ganzen Bewe- 
gung der Axen, constante Gröfsen sind), zweı sphärische Polygone be- 
schrieben werden, wo die Seiten des einen gleich sind den ana- 


logen Winkeln des andern, und umgekehrt. 

Setzt man das Verschieben der Coordinaten endlich so lange fort, 
bıs dafs das ursprüngliche Coordinatensystem hergestellt wird, dann kom- 
men die Puncte 72 und 2 ebenfalls in ihre anfängliche Lagen; sıe be- 
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schreiben daher geschlossene sphärische Polygone von den so eben er- 
wähnten Eigenschaften. 

Da aber die Existenz dieser zwei Polygone von der Gröfse der 
Distanzen der Puncte 2 und 2 von dem Ursprunge der Coordinaten un- 
abhängig ıst, so werden auch diese zwei Polygone bestehen, wenn man 
die Distanzen gleich grofs annehmen wird; es finden daher die obigen 
zwei Polygone auch bei einer Kugel Statt. 

Da aber die Winkel der Polygone, welche von den Puncten »» und 
n beschrieben werden, alle nach derselben Richtung der Seiten zu neh- 
men sind, so sind diese Winkel als äufsere anzuschen. Nun ergänzen 
sich beständig die inneren und äufseren Winkel zu 180°, daher spricht 
sich die obige Eigenschaft auch folgendermafsen aus: Zu einem jeden, 
auf einer Kugel von gröfsten Kreisen gebildeten Polygon 
läfst sich noch ein zweites Polygon auf derselben Kugel 
auffinden, dafs eine Seite des einen Polygons, mehr einen 
correspondirenden innern Winkel des andern Polygons, sich 
zu zwei rechten Winkeln ergänzen, und umgekehrt. 

Dieses zweite Polygon, welches nach dem Vorhergehenden von dem 
Puncte 2 gebildet wurde, wird, da der Punct z den variablen Pol für die 
varıable Ebene der xy abgegeben hat, vorzugsweise Polarpolygon 
genannt. 

3. 

Wir wollen nun das bisher Vorgeiragene auf die Auflösung der 
sphärischen Polygone anwenden. 

In dem Mittelpuncte einer Kugel denken wir uns den Ursprung 
eines rechtwinkligen Coordinatensystems, und auf der Oberfläche dieser 
Kugel befinde sich ein aus gröfsten Kreisen derselben gebildetes, aber 
noch nicht geschlossenes Polygon; das festgesetzte Coordinatensystem seı 
dasselbe, welches wir in No. 1. durch X, F,, Z, vorgestellt haben; 
die Ebene der X,7, gehe durch einen der gröfsten Kreise.des Polygons, 
welchen wir durch 4 bezeichnen wollen; die Axe der X, gehe durch 
den Durchschnittspunct der Seite 4 mit einer ihr nächst folgenden Seite 
des Polygons und durch den Mittelpunet der Kugel. Diese nächst fol- 
gende Seite, so wie alle auf dieselbe folgenden Seite des Polygons, wer- 


den wir, der Ordnung nach, durch 


do, Ay A, A, A, Ay (A, AG, U. 5. W. 
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vorstellen, eben so werden die Gröfsen 
bo; b,, bs b 


die Winkel vorstellen, welche der Ordnung nach: 


39 b;, b- b) bi; b,, U. 5 Ww. 


A mit @o, @«mit@a; a mit @, a, mita, usw 
bilden; alle diese Winkel sind nach derselben Richtung der Seiten zu 
nehmen. 

Sind nun die Coordinaten des Durchschnittspunctes der Seiten a, 
und @, gegen das festgesetzte Coordinatensystem &,, Yo, Z,, so hat man, 
wenn r der Halbmesser der Kugel ist: 


ar rCOSQ,, 


= 
y== rsına,cosb,, 
z = rsına,Sind,. 

Die Coordinaten des Durchschnittspunctes der Seiten @, und «, ge- 
sen dasselbe Coordinatensystem X,, Y,, Z, seien &,, Y» 2: Um diese 
zu erhalten, denke man sıch dieselbe Transformation mit unserem fest- 
sesetzten Coordinatensystem, wıe wir No. 1. thaten, nemlich man denke 
sich die festgesetzte Ebene der X,Y, um die Axe der X, als Drehungs- 
axe einen Winkel d, beschrieben, und in diese Lage der Ebene der 
X,Y, verschieben wır dıe Axe der X, um den Winkel «,, so wird 
man haben, wenn £,, v,, S, die Coordinaten des verlangten Punctes gegen 
das so eben durch Transformation erhaltene Coordinatensystem bezeichnen: 
rCoSQ,, 


: 7 
rsına, CoSDdD,, 


| 


e rsine, sınd,. 


seht man nun auf das ursprüngliche Coordinatensystem zurück, 


und zwar mittelst der Gleichungen (a) aus No. I,, so wird man haben, 
da die dortigen Gröfsen @,, d,, @,, d, gleichbedeutend mit den hier un- 
ter denselben Buchstaben vorgestellten Gröfsen sind, und eben so die 


Coordinaten &, U, 5 hier und dort gleichbedeutend sind, wenn man 
die doriıgen Coordinaten X, Y, 2 ın X, Yı> 2 verwandelt: 


zZ 


x, =r]|cos@,cose, — sına, sine, cosb,] 

=r|(sin@, c05@, - cos@, sin @, cosb,) cosb,— sın a, sınd, sind, | ) 
y‚=r}(sın@, 054, 7 005@,sın @, C0Sd,) CoSb, ınd, ‚sınd,]} -«- (@). 
z, = r|(sın«@, cos@,-+ cos @,sina, cosÖ,) sin d,+ sıne, sınd, cosb,] 


Für den Durchschnittspunct der Seiten «, und e, seien die Coordıi- 
naten gesen das erste festgesetzte Coordinatensystem X,, Y,, Zu; %s 
so wırd man die Werthe dieser Gröfsen erhalten, wenn man 


‚pe 


N 
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eine zweifache Transformation der Coordinaten vornehmen wird, wie wir 
die zweite Transformation in No. 1. vorgenommen haben. Sind &, v, £, 
die Coordinaten des besagten Durchschnittspunctes gegen das durch zwei- 
fache Transformation erhaltene Coordinatensystem, so hat man ebenfalls: 


&, == rc0SQ,, 
v, = rsına, cosb,, 
de, = rsina, sin b,. 


Setzt man in die Gleichungen («@’) aus No. 1. an die Stelle von 
x, Y, zZ die ıhnen gleichbedeutenden Gröfsen X,, Y:, Z,, so hat man, da 
ebenfalls die Gröfsen &, v., &> %os %> Gy, Dos di, d,, von dort mit denen 


von hier gleichbedeutend sind: 
(05 @, C05 0,— sin @, s1n 0,C0s b,)C0S@, \ 
x,—=r(—(sin@, C080,-- C0S@, sin @,C0sb,)sına,CcosD, 
I+ sın @,sind, sin@,sin,, 
| (COS @, C05 @,— sın @,51n @,C05D,) sin @,C0Sb, 
ar 
— (sınd,cosb,+ cos b,sinb, C05@,)sın @,sinb,, 
(COS, C0850,—- sin @, sın Q,Cosb,)sın @,sind, 
z,=r{-+ (sin@, cosa,4+ cosa, sın ,cos 5,)(cosb,sind,+sınd,cosb,coS@,) 
+ (cosd, cosb,— sın b, sin b, C0S @,) sın a,5in D, , ) 








15 





— (sin @, C05 0, cos 7, sin @, cos b,)(sin b, sin 1, — C050,0085,C080, 1... (@)- 


Auf demselben Wege erhält man, wenn &,, Y3, 2; die Coordina- 
ten des Durchschnittspunctes der Seiten @, und «* gegen das zuerst lest- 


gesetzte Coordinatensystem X,, Y,, Z, Sind: 
| (cos a, C0sa,—sina,sina, cosb,)(cosa,c0sa, —sina,sina,Cosb,) 


— (sina, C0Saz; + cosa,sina, cosb,) 
x, =r 
| x [sina,sinb, sinb,—(sina, cosa,-+cosa, sina,cosb,)cosb, 


+sina; sin, [sina, sind,cosa, + (sinb,cosb, +cosb, sind, cosa,)sina,|, 


(sina, Cosa, —sina,sina, cosb,) 
x [sina, cosa, cosb,—(sinb, sinb, —cosb,cosb, cosa,)sina,] 
you — (sin a, cosaz + Cosa, sinaz cus b,) [sin a, sina, cosb,cosb, + | 
(sind ,cosb,-+ cosb,sinb,cosa,)sindb,+ (sind, sinb,— cosb ,cosb,c0s@,)Cosajcosb,] 
+ sina; sind, [sina,sina, cosb, sinb,— (cosb, cosb,— sin b, sinb, cosa,)sinb, 
—(sinb, cosb, +cosb,sinb, cosa,)cosa,cosbo], 


(c0982,cosa, —sina,sina,cosb,) 





x [sin b,sina,cosa, + (sind, cosb, +cosb, sin b, cos a,) sin a, | 
ar — (sin a,005 a, + cosa, aim a, 08 b;) [sin a, sin a, sin b, eos b,— | 
(cosb,cosb,—sinb sind cos a,) sinb,— (cusb sind, +sinb,cus5,cosa,) COS a,cosb;, 
+ sina, sin b, [sina, sina, sin b, sinb, + (cosb, cosb,— sin b, sinb, cosa,)cosb, 
— (sind, cosb,+cosb, sinb, cosa,)cosa,sinb,], 
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Aus dem bisher Gezeigten ersieht man, wie die Coordinaten des 
Durchschnittspunctes der Seiten @, und «, zu bestimmen sind; überhaupt 
ersieht man hieraus, wie man die Coordinaten des Durchschnittes je 


zweier Seiten des sphärischen Polygons gegen das erste festgesetzte Coor- 
dinatensystem X,, F,, Z, zu bestimmen habe. 


4. 

Läfst man die Reihe der aufeinanderfolgenden Seiten des Polygons 
so weit fortgehen, bıs eine der Seiten @,, @,, Q,, @;, u. 5. W., z.B. @,_,, 
die in vorhergehender No. durch 4 bezeichnete Seite des Polygons trifft, 
so erhält man ein (2-F1)seitiges geschlossenes sphärisches Polygon, in 
welchem wir die eben erwähnte Seite 4 durch «, bezeichnen wollen. 

Da nun der Durchschnittspunct der Seiten @,_, und «, in der festge- 
setzten Ebene der X,F, erfolgt, so wird man, wenn die Coordinaten dieses 
Durchschnittspunctes durch x,_,, Ya-ı> Zn, bezeichnet werden, haben: 


Kun, SE POOBR,, 
Yr—ı = rsınd, “ 
Zn — 0. 


Da erst ım geschlossenen dreiseitigen Polygon oder in dem sphäri- 
schen Dreiecke Relationen zwischen Seiten und Winkel sich denken lassen, 
so ist die Zahl 2 der geringste Werth von 2. Es ergeben sich dalıer 
folgende Gleichungen: 

z, za PCobl, Yı zz Fink, 2 228, 
für den Fall, wo 2=2 ıst, oder für das sphärische Dreieck. 


I.ben so: 


x, == rcoost,, Y = rina,, E06, 
x, =rost,, S=rsing, 3 —=0, 
= 7co80, Yı=rsına, 4, =0, 


u. Ss w 
für die sphärischen Vier-, Fünf-, Sechsecke u. s. w. 

Durch Gleichsetzung der hier aufgestellten Werthe für x, Yı, 2; 
X Ya, U. 5. w. mit den Werthen derselben Gröfsen aus der vorherge- 
henden No. erhält man die Bedingunsssleichungen, welche zwischen den 
Seiten und Winkeln eines sphärischen Dreiecks, Vierecks, Fünfecks u. 
5, w. Statt finden müssen, oder man erhält dadurch die Auflösung der 
‚phärischen Polygone. Da nun ein jedes sphärische Polygon nur drei 


% 
JO 


Bedingungsgleichungen zwischen seinen Seiten und Winkeln zulälst, so 


lassen 
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lassen sich immer drei Stücke eines jeden Polygons finden, wenn die übri- 
sen Stücke desselben gegeben sind. 

Wir wollen noch das bisher Gezeigte auf das sphärische Dreieck 
und Viereck anwenden. 


l. Sphärisches Dreieck. 
Aus der Gleichsetzung der Werthe von x,, y,, 2,; erhält man fol- 
sende drei Gleichungen: 


COSQ, = C0SQ,C0St, —Sin@,sina,cosd,, 
sin@, = (sin @,Cc080@,—+ cos a,sine, cos b,) cosb,—sın a,sınb,sind,, 
0O = (sına,cose, +cosa,sina, cosb,)sind,—+sına,sınd,cosb,. 


Berücksichtiget man, dafs ın unserer vorhergehenden Untersuchung die 
Winkel 2, und b, als äufsere Winkel angesehen wurden, die alle nach 
derselben Richtung der Seiten zu liegen kamen, so wird man, damit 
dieselben Buchstaben in der Folge für die inneren Winkel des Dreiecks 
gelten sollen, 150°—2, und 180° —5, statt b, und 5, setzen müssen. 
Die letzten drei Gleichungen gehen daher in folgende über: 
CoSQ, = (C0S4,005@,# sina,sin«e,cosb,, 
sına, =— (sin Q,C08@, — C05Q,51Nn @,c05 b,) cosb,—sın a,sınd, sind, , 
0 =— (sın 0,0050, —Cos@,81na,cosb,)sind, + sina, sind, cos. 
Führt man die üblichere Bezeichnungsart für die Seiten und Winkel der 
Dreiecke ein, nemlich sınd A, B, C die Win\el des Dreiecks und a, b, 
c die Seiten desselben, welche den Winkeln #, B, C gegenüberstehen, 
so hat man folgende Gleichungen: 
cosa= cosbcosc+ sind sinc cos 4, 
sina = —(sınbcosc—cosbsinccos A) cosB— sınbsin sind, 
0 = —(sindcose —cosb since cos #)sın B-+ sind sin.fcosB. 
Die zwei letzten Gleichungen geben durch Elimination des Ausdruckes; 
sind cose — cosb sınc cos 4 
folgende Gleichung: 
sınasinB = sind sin A, 
welche Gleichung zeigt, dafs sich die Sinusse der Seiten ın einem sphäri- 
schen Dreiecke, wie die Sinusse der gegenüberstehenden Winkel verhalten. 
Mittelst dieser hier aufgestellten Gleichungen kann man alle be- 
kannten Formeln der sphärischen Trigonometrie deduciren. 


Aus zwei Seiten eines sphärischen Dreiecks und dem von ihnen einge- 
schlossenen Winkel kann man die dritte Seite durch folgende Gleichung 
Crelle’s Journal. IL. Bd, 1. Hilft. 3 
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cos@ = cosb cosc + sind sine cos A 
finden. Dieser Ausdruck eignet sich aber nicht für die Rechnung mit 
Logarıthmen. Beinahe in dem meisten Theil der erschienenen Lehrbü- 
cher, dıe von diesem Gegenstande ausschliefslich handeln, findet man, um 
diese Gleichung bequem mit Logarıthmen rechnen zu können, Hülfswin- 
kel eingeführt. Herr Gaufs führt bei mehreren Gelegenheiten, wo er 
auf solche Gleichungen kam, ebenfalls einen Hülfswinkel ein, der vor 
allen übrigen darum den Vorzug verdient, weil die Art, wie er auf diesen 
Hülfswinkel kam, sich bei mehreren zusammengesetzten Ausdrücken 
ebenfalls anwenden läfst, wie wir es weiter unten bei den sphärischen 
Vıierecken zeigen werden. Dieser Hülfswinkel wird nemlich auf folgen- 


dem Wege gefunden. Man hat: 








cos@a = cosb cosce + sınd sıne c0s 4, 
oder: 
: : cotang b 
cosa = sınb c0s A (sine COS cC ). 
r cos.d 


Ist nun ® der Hülfswinkel, wo man hat: 





cotane b ’ 
tang$ = ge oder cosd = sin tangb cos 4, 
so hat man: 
cosb . 
CO8BG = sın(dD+ c). 


sin p 


Also man sucht zuerst den Winkel ® und dann die Seite «. 


Il. Sphärısches Viereck. 
Setzt man hier ebenfalls die Werthe von &,, Y;, 2, aus No. 3. de- 
nen aus No. 4. gleich, so ergeben sich folgende drei Bedingungsgleichun- 
gen für das sphärische Viereck: 


cosa, = (C0OSsa, Cco5a —sina, sina,cosb,)cosa,— (sina, cosa, + cosa,sina,cosb,)sina,cosb, 


I 2 


+sina, sind, sina, sinb,, 
sina, =(Cosa, Cosa, —sına,sina, cosb,) sin a, cos b,— (sin 2]C085 ag + Cosa , sina, Cos b,) 


x (sind, sinb, —cosb„cosbB, cos a,)J—(sinb,cosb, + cosbg sin b, cosa,)sinaysindb,, 


0 =(cos a, c0sa,—sin a, sina, cosb,)sin a, sinb, + (sina, cosa, + Cosa, sina,cosb,) 


x (cosbo sinb, + sind, cosb,cosa,) + (cosb, cosb, + sin b, sind, cos a,) sin agsin b.» 

Hier bedenten ebenfalls b,, d,, 2, äufsere Winkel, oder Winkel, 
welche nach derselben Richtung der Seiten des Vierecks zu lıegen kom- 
men. Führt man daher die inneren Winkel ein, und bezeichnet sıe 
mit denselben Buchstaben 2b,, d,, d,, so darf man in den letzten dreı 
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Gleichungen überall 180°—Ö,, 180° —b,, 180°—2, an die Stellen von 
bo, D,, d, setzen, wodurch dann folgende drei Gleichungen hervorgehen. 


cos a, =(Cos a, C0s a,+ sina, Sina, cosb,)cosa,+ (sina, c08a,— Cosa, sin a,cosb,)sina, cosb, 
+ sina,sinb, sina,sinb,, 
sina, —— (cosa, Cosa, +sina, sina, cosb,) sin a, cos by, — (sin a, C0Sa, — Cusa, sin a, cos b,) 


N) 


x(sinbosindb, —cosb,cosb, cosa,) + (sin by, cosb, + cos b, sin b, cos a,) sina,sinb,, 
0 = (cosa, cosa,+ sina, sina,cosb,) sina, sinb, —(sina, cosa, — Cosa, sin a, cosb,) 
x (cosb,sinb, + sind, cos b, cosa,) + (cos b, cosb,— sin b,sinb, cosa,)sin a,sindb,, / 
In No. 2. haben wir noch gezeigt, dafs jedes sphärische Polygon 
auch ein Polarpolygon hat; daher gelten die leizten drei Gleichungen 
auch für das Polarviereck. 
Es ergiebt sich daher auch folgendes System von Gleichungen: 
cosb, = (cos b, cosb,— sinb, sin b, cosa,) cosb,— (sinb, cosb,-+ cosb, sinb,cosa,)sinb,cosa, 


+ sind, sina,sinb,sinayr, 
sind; =—(cosb, cosb,—sinb, sinb,cosa,)sindb,cosaz3 + (sinb, cosb,+cosb, sinb, cosa,) - 


x (sina, sina, + C0Ssa,cos az cosb,)— (sinaz cos ag, — Cosa; sina,cosb,)sinb,sina, \ 


0 = (cosb,cosb;,—sinb,sinb, cosa,)sinb, sina, —(sinb, cosb, +cosb, sin b, cosa,) 
x (c0sa,sina, — sin a; cosa,cosb,)+ (c0sa; cosa, + sina, sina,cosb,) sind,sina,. 

Mittelst dieser beiden Systeme von Gleichungen kann man jedes 
sphärische Viereck auflösen. 

Die erste der Gleichungen des Systems (I) zeigt, wie man aus drei 
gegebenen Seiten und zweı von ihnen eingeschlossenen Winkeln die vierte 
Seite des sphärischen Vierecks finden kann. Eben so zeigt die erste 
Gleichung des Systems (ID), wıe man aus drei Winkeln und zweı Sei- 
ten, welche einen dieser Winkel einschliefsen, den vierten Winkel findet. 

Multiplicirt man die erste der zweı letzten Gleichungen des Sy- 
stems (1) mit sind,, und die letzte dieser Gleichungen mit cosÖ,, so er- 
siebt sich durch Subtraction folgende Gleichung: 

sina, sind, = (sina, cosa, —cosa, sina,cosb,)sinb, — sina,sind,cosb;, » . . (A) 

Multiplicirt man dieselben zwei Gleichungen, die erste mit cos, 
und die zweite mit sind,, und addırt sie, so ergiebt sıch: 
sin a, cosb, —=(cos a, C0sa,+ Sina, sina, cos b,) sina,— (sina, 605 @,— C0S ay sin a, cosb,)cosa, Ccosb, 

— 005 a,sina,sind, sinbz. 

Diese Gleichung mit sin«@,, und die erste der drei Gleichungen des 
Systems (1) mit cos«, multiplicirt, giebt durch Addition derselben 

c0S0,C05a3 + sina,sina,cosb, — Cosa, Cosa, + sina,sina,cosb, . „ » (BP). 

Multiplicirt man hingegen die vorletzte Gleichung mit cos@, und 


die erste Gleichung des Systems (I) mit sino,, so ergiebt sich durch 


= 


. 
< 
«J) 
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Subtraction derselben folgende Gleichung: 

sinn a, C0Sa3—C0S a, Sina, cosb,—(sina, 608 a, — cosa, sin a, cosb,)cosb,+sina, sin B, sindy ...(C). 
Mit Hülfe der Gleichungen des Systems (II), oder mit Berücksich- 

tigung des Polaryierecks, ergeben sich auch folgende Gleichungen: 


cosb, sina, —— (sind, cosb,+ cosb, sinb,cosa,)sina, +sina,sinb,cosa, » . . (4') 
sinb,cosb, —sinb,sinb,;cosa, —=cosb, cosb,—sinb,sinb,cosa;, » » » (B’) 


sindbycosb,;+cosb, sind; cosa, =— (sind, cosb, + cosb, sinb, cosa,)cosa,— sine, sind, sinag...(C’). 

Analoger Gleichungen wie (A), (A), (C), (C') giebt es für jedes 
Viereck acht, und wie (2) und (5‘) nur zweı. 

Wir haben beim Dreiecke, wo es sich darum handelte, aus zwei Sei- 
ten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel, die dritte Seite zu fin- 
den, einer Methode, Hülfswinkel einzuführen, erwähnt, die auch bei sehr 
complicirten Ausdrücken anwendbar ıst. Wır wollen daher die dort er- 
wähnte Methode auf folgende Gleichung: 


c08a, = (Cosa, cosa, + Sina, sina, cosb,)cosa, + (sina] Cosa, —Cosa,sina,cosb,)cos 5, sina, 


+sina,sinb,sina, sind, 
anwenden, welche Gleichung die erste des Systems (1) ist. 
Es ıst: 














colans a, 
C05 7, C08Q, + sın @, sin 0,co5 2, = sın 0,052, (sin, -+- cost, wer :) 
r 2 
und 
’ . h . h cotanga, 
sin@,C05@, — C05 7, sin 0,0085, = — sın 0, C05b,|c0s@a, —sın a, u 
0 2 
Führt man den Hülfswinkel 4 ein, so dafs man hat: 
cola nza, 
anor — ed 
tang d = a 
gehen die letzten zwei Gleichungen ın folgende über: 
’ ’ sina,cosb ’ 
C05Q,c05@,-+ sin@,sin@,cosd, = —— —z "sın({-+0,), 
A . sina,cosb, 
Int, C0S 4, — COS, Sin 0,cosb, = — ——c05s(A a 
BEER u SUP 2 ” 5 cos .f + )> 
und es ıst: 
sina, cosb, 
cost, ———|sın(f+a,)cosa, —cos(A+a,)sina,cosb, ]+sina,sınd,sina,sind,. 


cos A 
Nun ıst: 
sin + a,)cose,— cos(A-- a,)sına,cosb, 


= — sına,cosb, Icos‘ 4 - a,)— sın(d 4 a) —— 


und den zweiten Hülfswinkel 4‘ so u ahlt, dafs man hat: 


cotang a, 


cosb, 





tangd’ = R 


056; 
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so ıst 
cos re]. 


[94 = 1 104 1 Q, 1 b 1 b RR b, 
COSQ; sınq,sın ‚[sin ‚sın d,—cosb,cosb, cos 4 cos 4’ 


Führt man noch einen dritten Hülfswinkel 4 ein, so dafs 
taneb, cos A cos A’ 


cos(4+4'-+a,) ’ 





tang A! = 


so hat man endlich 


zu sina,sina,sinb, u 
cos, = — a cos(A’+D,). 


Dieser Ausdruck ist geeignet zur Rechnung mit Logarithmen. Auf 
ganz ähnlichem Wege kann man die Gleichungen (4), (B), (©), (A); 
(B’)..... zur Rechnung mit Logarithmen einrichten. Man sieht ferner, 
dafs man, um aus drei gegebenen Seiten und den beiden von ihnen einge- 
schlossenen Winkeln die vierte Seite eines sphärischen Vierecks zu fin- 
den, drei Hülfswinkel 4, 4°, A’ berechnen mufs, und dann lälst sıch 
die gesuchte Seite finden; wollte man hingegen das Viereck als aus 
zwei Dreiecken bestehend ansehen, so ist leicht zu sehen, dafs die 
Anzahl der Hülfsgröfsen wenigstens vier ist, und offenbar haben die 
noch so kleinen Fehler, die man bei Berechnung von den Hülfsgröfsen 
begeht, auf das gesuchte Endresultat Einflußs. So gewähren daher die hier 
aufgesteliten Gleichungen für das sphärische Viereck wenigstens den Vor- 





theil, dafs man mit der geringsten Anzahl von Hülfsgröfsen auslangt. 

\Wenn man die Betrachtungen von No. 3. und No. 4. fortsetzt, kann 
man sehr leicht auch alle Gleichungen für jedes verlangte sphärische 
Polygon aufstellen, und nach dem gezeigten Verfahren alle die erhalte- 
nen Gleichungen zur Rechnung mit Logarithmen einrichten. 
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Js 
Ueber einige besummte Integrale. 
(Von Herrn N. H. Abel.) 





Wenn ein bestimmtes Integral (integrale definie) eine unbestimmte 
constante Gröfse enthält, so kann man öfters durch Differentiation eine 
Differential-Gleichung finden, durch welche sich das bestimmte Integral 
als Function der constanten Gröfse bestimmen läfst. Diese Differential- 
Gleichung ıst gewöhnlich lineär; ıst sie also zugleich vom ersten Grade, 
so läfst sıe sich, wıe bekannt, integriren. Dieses ist zwar nicht im 
Allgemeinen der Fall, wenn die Gleichung vom zweiten oder einem hö- 
heren Grade ist, alleın man kann doch oft aus diesen Gleichungen meh- 
rere interessante Relationen zwischen den bestimmten Integralen finden. 
Dieses zu ARE, ist die Absıcht dieses Aufsatzes. 

Es sei —- Z+p. = +9:.y7==0 eine lineäre Differential- Gleichung 
des zweiten Grades zwischen y und e, wo p und 9 zwei Functionen 


von @ sind. Man nehme an, dafs man zwei particulaire Integrale die- 





ser Gleichung kennt, nemlich y=y, undy=y,, so ist: 
a Fu dyz 17 d’y, dy; 
|] 0.y =0, —— + Q 
Bart Eu en Y: I da” 7 da ‚r9 us 
Aus diesen beiden Gleichungen erhält man, wenn man 7 eliminirt, 
dy dy b 
12 2 ar: . A Yr . 2). - eo 
0 U Vz Y d Va da E da 2 
Wr en ei & —— nt —i. - 
i da” en da* “q , j 
Isheh durch Integration 
pi 1y R 
(). Br . d Jı —V wi = e-/pta« 
2" da ‘„ı da u 


° .. 7 ” ® N . 
wo e die Grundzahl des natürlıchen Logarıthmen-Systems ist. 
a ° ” } q . m 
Gesetzi, es waren nun die beiden Functionen y, und y, als bestimmte 
Integrale ausgedrückt, so dals y, —=/vdx, y‚„=/udx, wo v und u 


Functionen von x und @ sind, so giebt diese Relation zwischen y, und 


v. wenn man substituirt, 


r e ff dı y d -) lu 
I. FBOR. — Ja — ie v —— e/pda 
ER | 5 (td d “) 
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Diese Gleichung drückt, wie man sieht, eine Relation zwischen den vier 


Integralen fudx, [vdex, Sax, S(E)dx aus. Es kommt nun- 


da 


mehr darauf an, solche Integrale zu finden, die einer Differentialgleı- 
chung vom zweiten Grade genug thun. Diese Eigenschaft haben meh- 
rere Integrale, die wır der Reihe nach betrachten wollen. 

















. (c-+ a)7 g '(c-+e«) ıtı,ds 
Il. Es sı v= ze und y= „ zei 

' (ea) da d’y brie  A 1.dx 

dy _ 1 u ui 

da Y+ ): ame 1 —ı)! ?? da? =yy+tn./, = .1— x)! B? 

[2 I . 
wo das Zeichen f" andeutet, dafs das Integral von z—=0 bs =] 
10) 


genommen ist. Differentiirt man die Größe («e+aJt.x“. (1 —e" = nr, 
in Beziehung auf x, so erhält man 
dr = dx (x. (a—a)’(c+ a)” (Ye a—x) + ulx+a) (1) — B(x+e) x)). 
Da nun 

yeı—x)+u(c +0) 1 )—PB(x+ta)x 
= — yto)+(e(P+Y+tle+ Ya t+YVa+)— a +LtYer+) 
so erhält man durch Fr zwischen den Grenzen <=0, x =], 


a (2 a)Y sr x ay/dx 
0= — Marta) [SHE (aaa 


o 2“, 1—a)? 


Ei (rtayttda 
ee 


— z)ı=P" 











Aus dieser Gleichung findet man, wenn man mit = dividirt, und statt 
der Integrale ihre Werthe ın y setzt, 
2 A Ener 7rDe+tPtN, „—o. 
da* 1+a/ da ala-+1) 
Setzt man statt @, 8, y der Reihe nach 1—ß, 1— a, «+ +Y— 1, 50 
hat man die nemliche Gleichung, folglich 


” a (at art! ” dx { ae a) a+, '+Yy, dx 


“3 Jo u (1 — 1) 








zwei particulaire Integrale dieser Gleichung, 


Da nun 7>=— -ı7 un nt, und folglich e?*"—=C.a tr’ (140), 


so giebt die Gleichung (1.) 
I 4 R fe] 
ya P=l.at (1a), 


Ya da ‘ıda 
Um die constante Gröfse € zu finden, setze man @ = u, 50 findet man leıcht 
= (+ B— 1).[dx.2°°(1 — xy, /da.c. (Ü1—.2)"“, 
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das heifst 
C = #/cot(a7) + cot(Am)}. 


Folglich giebt die Gleichung: 
dz(eta)rt Ntaxlac+a)trtr- 
(& 
+HB4N/, arme l— zy—P, A ar (1 — x)° 
7 (x \ I \e+ß+ 
fr feet 
o are I— a) m ci (1—x) 
— (cot(« 7) + cot(ß 7)) .at7,(1 + at, 














Der Fall, wenn y=—«a«—ß, verdient bemerkt zu werden. Es ist als- 
dann, wie leicht zu sehen: 


Fa dx - 1 f. di 
n .1— 27 P(eta)t? a“ (1-F a)” « og (1 — x)ıP" 


Nun aber ıst 


__ {de Te). T’(#) r Ma 
/, ar —zc)P z. I (e-+P) » WO I (m) 74 - e MR, 
folglıchı 























A dx _—_. Ze).T() u 
Jo arm. I—a)(kata)t? 7 Ta +P) 'a(l-+a)® 
Setzt man z. = 1-—.c, so bekommt man 











}. da Te). I'(1—e) 1 
Jo (1— u (ca+ a) u. I‘) 5 a“ (1 + a)'=°? 
oder weil /(ı) =1, Ta). Iı1—ua) =- AR 

2 sına 








/. dx 7 1 
Jo (a ta) ae (1—x)° sin ar "a (14 a)!=*' 


’ ; ee Fe r sy 
ll. Es sei y ef -. Durch Differentiation bekommt 
9) \ “ - Xi . C -1- ai 








man 





 ZREER S. da 
da 7 ATEP email 
a u 
dad =yy+2).f, Ita) '(c+ art? 
Differenturt man die Function x. (1 +2)". (e + a)?" —=r, so be- 
kommt man 
.dz 


(1 IF en  (ad—o)ı+2)c +0) + (1—P)x +0) — (y+1)(ı+2)) 
PERR 


— AItx) e)P (ot ayyt®' 9 








das heifst, weıl 





= 710) aty)a—a)—y+B)a} +0) + a-aßY) (to), 
dr 








Os 
wi‘ 


Abel, uber einige bestimmte Integrale. 


..d2 


dr = ya) ut an, Se ee 











ane,dx 
+ An une Dame ar, xc-+ta)r 
Daraus erhält man durch at, 


d? + HM... P+r\ dy een FED. 0, 


da a 1—a)' da 








Setzt man statt @,ß, y der Reihe nach 1— Pf, 1— a, y-a+ß— 1, 
so hat man die N Gleichung, und folglich u. 


-U% ao .do 
zum und ef Ta. ——- 
42 u A EL (era) 9: A-+x) (ef) Laie 
zweı particulaire Integrale derselben. 


Danunp= 2 Pr}, und folglich e/r’&— ET nr, 50 
\ J 














hat man, vermöge der Gleichung (0), 
dy: .„ dy: a zutun 


Y2’ da Ir da at (1—a)’t7 
Setzt man @=1, so findet man Ü=0, und folglich 





dyr dyz 









































i A 2 
das heifst 
Y, = C.y; 
wo C eine Constante ist. Um diese zu finden, setze man @ =], 0 
hat man 
” gme.dx ER ar.da 
(+a)’t7 7 o A+x)’t7 
Nun ıst 
# wie Ii1—e). P(e+ P+r-—1) zu 
Si IX$-+7) 
> ade __ TB). Saar 
S: Ad-4-a)t7 I kp-+r) ’ BR 
6 = ZU-D).Te+ 47-0, 
PR 3 
1X#).1() 
also and die Gleichung y, =C.y,, 
au ome,da _ [i-ze). I (+ P+r — A: er, do 
, Way (at+a)r £R).L) 0 en + art 


Setzt man in der Gleichung (6) statt «, 1—, und statt @ und ß; 
3 und &, so ändert sie die Form nicht. Daraus folgt, dafs 


m oP,dx 





=), TFeretl-a)y 
auch ein particulaires Integral der nemlichen Gleichung ıst; folglich 
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Abel, über einige bestimmte Integrale 
hat man 
‚ dy; dy; ae E: 
BR d ad a d a —. a“tY (il — a)’t7 . 
Setzt man in den Ausdrücken für y,, x« statt x, so bekommt man 
»« nm ü 2 L 
y„=0 Et | BR. Be... ‚„ dy: 
/ı “ 9 De 





BEER zm,.dx 
5 = rn 
At) (1--ax) ’ da : AV rAl+tan) 


ben so ıst 


1) 


== (3 nn naar A af. da ) 
I: | o A+aJV (1 +1 — a) )“’ 
dy 








\ ni 2. ac=P, x 
=y.(1—ıa)77, u — 
da (1-+-ayt(L+-(l—a)x) 


Substituirt man diese Werthe, so bekommt man, wenn man mit 
4 + z 
0) wi s de, 14 





mult ıplicırt 


a /. x. de [ aid 

. I Bar (1-+-x) nn gan 
Pr aP,da 

I+( 10). . 


a .da 
o A+ayr (I -l—a)x)“ ER A-+-ayFHit-tax) 
Um € zu finden, setze man @=0, so bekommt man 
ER u a I1—« 
A-+aite Jo (14a 


























Mi—-Dd nn... | 
Ab N 4 (2 rn 
. — “ A u miaıız ), 
0 BIS r\ytı Iy-+1) I c rP+Y 1 
Setzt man z.B. B = == 1—0, so erhält man, wenn man erwagt, dafs 
’ı1—u).l{a) = N. U 1)=y.ily): 
u sine \yr) Y (Y 
7 ae r—&, dr S ya ı.d. Y 
une Zi 08 — y 2 
.sına Tr $; I+rxj (1-tax)'“ o I. ort tl: —.a) x) 
Frs ii Ian u | 
ih / RR. aus... ZEELN jr 2 mE, 
Jo 1+aji tt I+aae)Jo d+2oY A tl—a 
Und wenn =y=}: 


) 7 e. dx 
ED ——— G 
Jo vYlad+a)i-am)]:  Verdtet +-M1—a«)] 

i da dx 
Er Br - if 7 ee X 

| Jo vle(!-x ). (+ ( — a)c)]J» yield)’ i+ar)] 
Die Integrale rechter Hand lassen sich alle durch elliptische Functionen 
auserücken. Setzt man nemlich «= (tangd)’, so erhält man nach ein:- 

















sen leichten Transformatıonen 


r 


ER f dg A dyp.cos’y 
ut Pe sin®gpl Jo 


yli—asin®g] 








v2 } 2 2 
et f EBEN. 358 . / eg dp. ce A 
JS» yjl—asın®y] Jo vli—(i—a)sin®g]’ 
das hertst, wenn man eo =, Y=1- 


c? macht, 








Abel, uber einıge bestimmte Integrale. 2 





sT 1, 
„= F(o).EW)+F().E()—F).F(b), 


- 


wo, nach Legendre’s Bezeichnung: 


TE 


N » dg E()— "a | a 
)= . y(1—c?sin?p)? (= D.y(ii—c sın D). 


Die obıge Formel findet man in RO ua s Exercices de Calcul ıntc- 
ar al, Tom. FR Pr. 61. 
In der allgemeinen Formel (7.) lassen sich die Integrale durch an- 





dere ausdrücken, deren Grenzen O und ı sind. Macht man nemlic) 











y 
= IT z so bekommt man 

ie) Nil an ee 6 un 2 f "allon)+t 

8. Iy+1) or —A—a)yP Jo y’li—ay) 








| f ı dy(1— y)titi- »I dyi—y)t +72 
+ (1—a), —: ——, ne En 
oe yit—l—ay Io yill—ay)‘ 


Wiır sahen oben, dafs 
b) 


Fi da __ Fa pP) 1 

° ara (1 -— x) "(act a, 47T Matf) at a Pt 

Es lafßst sich auf folgende Weise ein allgemeinerer Ausdruck finden, von 
velchem der gegenwärtige nur ein besonderer Fall ist. Diiferentur! 


i =/' dx. — x): 
Y=J, tar 


ın Beziehung auf a, so erhalt man 


dy fr da.n (1 a) 
: er a+a./. (a +-a)<t: 


da 
Daraus folst, dal; 
dy = ey Li, "i1l—x)i u 

da ” 1+ a Eu kuss ati-+a)\e-ta,‘t 
Multiphicirt man diese Gleichung mit a’(1+a)“.da, so wird die Gi 
!inker Hand zu einem vollständigen Differential, neinlich gleich 


diva’(1-+-«e)‘), und folglıch erhält man, wenn man Bau. A 


yaıty=lt— ti) Fu 


ay%) 








ınan das Integral 











Um C, welches eine Function von x sein kann, zu finten, wollen 


wir @ ==» setzen. Man hat alsdann 


va’lıt a) E dx. (ır—x)’", und tolglıch 


y—] I 


w z 4 ar 
w da.a"!(! a)" 








x 
r —1/,7 x Zu % 17? _ 
= ! ds. m ua er (apx,r 


w 











28 Abel, über einige bestimmte Integrale. 


Yn 
‚„ so findet man 


u... 
2 la.aP da.ad. (1a) u ü 
ihn ER me in d PR ER Np—1 
/. (at: ie )«+ x “Aa x) Y: :y Y) 
en x” af da. (1 — fm} +/[ dx. (1a). 
o o 


Substituirt man diesen Werth, so hat man 


en 5 __ Te). T'(8) ’ 
= f[ d2..2ı. 11 ae" — —, und folglich 
= “ T«+B) ’ u 
\ IR PER } da ° Le (1— x): ß “ da. af zu. .(1-+-a)emı 
f] Ba 9, "1-+e) Pf" (e-+a)«t? +x (1— x)”. (c+ a)“t? e 
It z.B. ao +ß=1, so ıst 
rt u .* F dx. ar (1— a) > (1 — r)® a da.a”“* (1+ a) 
1 . " + a em 0 c+ a . 


sinaz (1a) 
Ist ferner &=#, so erhält man 


L x 1x i ra da 
(@ LA s Zum nf 
Aus Uoleta)y(e—a*) a. o (a+x)y(a+a*)’ 


was auch richtig ıst, denn 





























x de Preuue 2 / 
7 (ca) (2 — 22) BE Y(a+ta?) « ATC. tang. V Ba . 


1 a da p, ; fe= . 3 
—= ‚arc. tan V 
Jo (arx)yia-—a‘) v(c+x?) ans +xa 
u 1 rn 
und arc. tang. (2) —- arc,tang. (—) — 5 - 
II. Es seı 


I 
y=l ea —a)".dı, wo a>0, ß>o0. 


oO 














Wenn man in Beziehung auf « differenturt, so bekommt man: 


, d%7 
dy it Bun 
_ —/ e u .(1—x)’ 1 ‚dx, 
d a o 


d* e u f 
BE DERRAERE 
0 


7 


(1X 


Differentiirt man nun die Function r= e"""x"(1— x)” ın Bezie- 
hung auf x, so erhält man 
id 7 uf EEE er Rd 
tee et I ade, 


also, wenn man integrirt, von =0 bis z=1, und für die Integrale 


“ BIN: : dy d’y 
ıhre Werthe ın y, in 25 substituirt: 
( «dad 
u 2 ö 
m J \ wa. ) dy & . 
EAEM nie ci 3.22 —_ vv 
da“ | a > ER a * 











Abel, über einige bestimmte Integrale. 


29 


Dieser Gleichung kann man auch genug thun, wenn man 


% 
Y — y, =/ EEE, dx 


x 


setzt, wo @ positiv sein muls. Da nın y= are, 1, und folglich 


—fpda PD: Bu; a e ® Ä 
e = > 50 giebt die Gleichung (0): 
di dyı __ C 
Y 5 da . da PO e« at?” 
Setzt man 


in dem Ausdruck für y,, © +1 statt x, so findet man 


Lies 
zer] em ra40).de, 
o 


dyz 


> ef lex, a a n).de, 

man hıer — statt x setzt: 

y=e“., at A en ah ,dx, 
10) 

dy; a ei ie \a 

Fila Sf ei, x, (at x).dx. 


- e . .. 7 f: . a4 . e .. 
Substituirt man diese Werthe für y,; .: so wie auch diejenigen für 
C 





oder auch, wenn 





dy 


—— 


Y» zZ, multiplicirt mit e“. at’, und setzt @= 0, so findet man 
2 1 # 
C == —/ e”dx.„P% 5 4 dx. —RT, 
0 o 


| To). T Er 
C= —Ia-+P). ae — — füa). TB). 


das heıfst 





Es ist folglich 


I ” , r 
I (a). I'(®) =/' BEE N Eu e*dx.xP (a u)“ 
o o 
. -AX B— " x Bf \a—} 
e " ‚dx. ee. (1— x)” / e“ . dx. (q x) ” 
Jo o 


It = ı—u, so hat man 





st 


j I ds u ( r \./ " a fr 
—= li —, ee”. (-—]. =. dx.(1 2) 
sin@zı wi 1—x o " - 


oo X 
. @ ” ds a \“ 
fan (fer) 
ef, et 


IV. Es seı 
Y ef era, ge de, wo 40. 
0 


Durch Differentiation erhält man 


Mo. d? ER 
7 -/, ET RR; 5 — er" geh, dx. 
a o o 


a 











AB) Abel, uber einige bestimmte Integrale, 


Nun aber ıst 
d(e x) = dn.e "(a + 0ax— 220), 


folglich, wenn man von <=0 bis £=% integrirt, für die Integrale 


a dy d?y 
7 . Be 
ihre Werthe ın y, 2 20 





setzt, und mit — 2 dividırt: 


d’y ı„. dy 
ee ET nr 
da* « da 


Diese Gleichung behält dieselbe Form, wenn man —a statt « setzt, und 





— 70.Yy=0. 


folglıch ıst 
vy=Yy, = je u 
ein particulaıres Integral dieser Gleichung, Da p=—3«, so ist 


e/’r“ — ('.e*, und folglich 


w ° 


dy dyy C 
(m ..— _. ‚et, 
Yı da da 


um dıe constante Gröfse C zu finden, @=0, so hat man 


»% & 
Br N ’ 
Y. =/ u u 3), 
. L ( 2 
es 


Setzt man. 





> 
dy 2 ‚[(e+1 
— ex. de=4I( —-) 
da Jo ? 2 j 
», & 
v. = er” end —= ır(Z ö 
N ep > 








Ip x 
\ ax--x° ri “ UX-— x % o 
+/ € de.f e ‚dx.2 
e ( c 0) 


Setzt man ay—1 statt @, so bekommt man folgende Formel: 


' - ‚2 wÜ »% 
fja--1\ r{ ” ' By 
a | ( ——1:j ) ‚et = / dr.e “ (cosua x). f dx.e” (cosax\.x 
2 r} u 0 0 \ 


FL x 
_- dx.e” (sine) / dx.e” (sınax).x“. 
Jo 0 


Anmerkung. Die constante Gröfsen (Exponenten), welche in den, in diese 


\bhandlung betindlichen Integralen vorkommen, müssen solche Werthe ha 


hen. dals die Integrale nicht unendlich grofs sind. Diese Werthe iindet 


TIERE EEE — - 
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Fremarques sur les series infinies et leur convergence. 
(Par M. Louis Olivier. ) 





l. 

Les series ınfinies peuvent servir a exprimer par leur iorme les proprie- 
tes des fonctions, qu’elles representent et a calculer par approxımation les 
valeurs numeriques de ces fonctions. Elles peuvent faire le premier, sans 
le second. Mais sı les series doivent &tre applıquees au calcul au lieu des 
expressions finies, qu’elles representent, en Enoncant seulement leurs pre- 
miers termes et la loı de la progression de ces termes, elles doivent &tre 
necessairement telles, qu’apres avoir calcule un certain nombre de ter 
mes, en commencant par le premier, on y ajoute un nouveau terme ou 
un des groupes de termes, qui conservent le m&me sıgne, on trouve tou- 
iours par la plus exactement la vraie valeur numerigque de la serie to- 
tale. Car sı au contraire, en ajoutant le nouveau terme, ou groupe, on 
seloignoit de la vraıe valeur de la serie, tantöt en plus tantöt en moıns, 
la valeur du reste de la serie continueroit d’ötre incertaine, et la somme 
de termes, qu’on auroıt prise, ne pourroit &tre nullement posee au lieu de 
la somme totale de la serie, lors m&me, qu’on ne desireroit qu’une cer- 
taine approxımatıon. 


) 


On appelle convergente une serie, qui a les deux propridtes suı- 
vantes, savoır: qu’on trouve sa valeur numerique d’autant plus exacte- 
ment, quoon calcule successivement plusieurs termes, et qu’en continuani 
indeliniment ce calcul, on peut se rapprocher de la vraie valeur de la 
serie totale A tel degre qu’on voudra. 

Au contraire, on appelle indeterminde une serie, qui ne donne 
aucun rapprochement, en contınuant le calcul des termes. 

Et on appelle divergente une serie, dont les termes suıvants, 
ajoutes aux precedents, ne donnent que des resultats, qui s’eloignent de 


plus en plus de la vraıe valeur de la serie. 
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Par exemple 
1+3+3+3+1 7s--.- est une serie convergente, 
1—1+-1—1-+ 1.... est une serie indeterminde, et 
1—?2+53—4+5 .... est une serie divergente. 

Toute serie, qui, etant exprimede seulement par ses premiers ter- 
mes et par la loı des termes, doit pouvoir &tre introduite dans le calcul 
au lieu de l’expression finie, dont elle represente la valeur, doit &tre ne- 
cessairement convergente (1.). 

3. 

Si m, Q;, As » 220. Any Rn, representent les termes d’une suite 
infinie, et s la somme de la serie, cette somme peut ätre exprimde par 
l.s—=a,+%,+0;.......+@,+R, 
en supposant, quon aıt calcul& les 2 premiers termes, et que R sıgnifie 
la somme des termes ulterieurs, c’est-a-dire, le reste de la serie, qui 

n’avoıt pas ete alcule. 

Cela pose, sı z est un nombre indefini, qui peut (tre aussi 
grand, quon voudra, la somme des 2 premiers termes pourra approcher 
aussı pr&s, qu’on voudra, de la somme totale de la serie, toutes les fois, 
jue cette serie est convergente, LÜlle en differera d’autant moins, 
que 2 sera plus grand. Done il faut necessairement, que R diminue, si 
n augmente. Mais cela ne se peut pas, a moins que les termes de la 
suite, ou les groupes de termes, quı conservent le m@me signe, ne dımıi- 
nuent eux memes, au moins Aa partir d’une certaine limite; car slils 
ausmentoient, R en feroit necessairement autant. Pour z=x, AR sera 
necessairement zöro. Donc, les deux conditions de la convergence des 
series sont celles quı suivent: 

1) Lies termes de la serie ou les groupes des termes, qui conser- 
vent le mäme signe, doivent dıminuer constamment; au moins A partir 
d’une certaine lımite. 


ine 


?) La somme des termes, quı suivent le 2” terme, c’est-a-dire 
R, doit etre zero pour 2=&. 

Si une serie est indetermınce, les termes ou les groupes de ter- 
mes, qui ont les m&mes sıgnes, ne diminuent pas necessairement, et R 
n'est pas toujours =0 pour n=x. Dans les series divergentes, les 
tcrmes ou les groupes de termes, ne dıminuent pas non plus dans tous 


les cas, et R pourra etre meme =x purn=x. Les 2 premiers ter- 


mes 
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mes seront peut-etre aussı = x pour 2=x. Dans ce dernier cas la 

somme de la suite pourra &tre la difference entre deux quantıitds infinies, 

et cette difference pourra £tre tantöt infinie, tantöt une quantite finie. 
4. 

Puisque les series, destinees a ätre introduites dans le calcul A la 
place d’expressions finies, doivent &tre toujours convergentes, ıl sagit 
‚surtout de cette sorte de suites. Et sı lon veut fonder quelque analyse 
sur des series donndes, ıl sera necessaire de s’assurer, qu’elles sont con- 
vergentes. Car, dans le cas contraire, les conclusions qu’on auroit for- 
mees, seroient incertaines. Üest ce qu’on neglige souvent, et cela peut 
devenir une source d’erreurs. Par exemple, en employant la methode de 
coefliciens indetermines, et etant donne Tequation 

a+bc ter" +dr.... = a+Pßxr ty +ör..... 

pour toutes les valeurs possıbles de x, zero y compris, on en tire ordi- 
nairementt e=u, b=ß, c=Yy etc., parcequ’on suppose, que 
bx+cx’+de.... et ßety®+ör.....; cc +dar..... et yetdar.... 
eic. seront nuls en m&me tems, pour c=0, Mais cela ne’st vraı sans 
exception, que dans le cas de series convergentes; car sı les coci- 
ciens Q, b, Cy zeeeey 0 By Yp ++... etoient tels, que les termes qui sul- 
vent le 2"* terme, rn etant ©, ou seulement leur somme ne fussent pas 
nuls pour z = 0, la supposition form&e d’avance, et les conclusions qu’on 
en aura tırdes, n’auroient pas lieu. 

Donc, avant de calculer par des series, ıl faut voir toujours si elles 
satisfont aux conditions cı dessus de Ja convergence. 

>. 

Il est facile de voir, sı une suite donnde satisfait a Ja premiere 
condition de la convergence, savoir ä celle du d&croissement continu des 
termes, a partir d’une certaine limite. Cette condition sera remplie, sı 
le quotient d’un terme quelconque par celui qui le precede, ou le quo- 
tient d’un groupe de termes par celui du m&me sıgne qui le precede, 
est toujours moindre que lunite; jusqu’a la limite. 

La deuxieme condition de la convergence, savoir, que le reste de 


me 


la serie, a partir du 2"* terme, doit &tre zero pour 2=x, sera rem- 


110 


plie, sı, la premiere condition l’etant deja, le produit du 2" terme ou 
du 2"* groupe de termes par n, est &gal a zero. Car sı d’apres I’hypo- 


these, les termes ou les groupes de termes diminuent constamment, le 


- 
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produit du 72" terme ou du 2"“ groupe de termes par n, ne peuf pas @tre 
moindre que le reste A de la serie: donc, si ce produit est nul, le reste 
R le sera @ plus forte raıson. De me&me, d’un autre cote, R ne peut pas 


ine 


etre nul, pour 2=x, sı le produit du 2"" terme ou du 2” groupe de 
termes par 2 est une quantite fine. Car puisqu’on suppose, que les ter- 
mes, ou les groupes de termes de la serie dıminuent constamment jus- 
qu’a zero, R, ou Ja somme des rn termes qui suivent le 2" terme, sera 
necessairement plus grand que le produit du 22” terme par n. En ge- 


‚ R . j . . . - ’ 
ncral, fi est compris entre les limites z2.«, et n.@,., sı @, et @,, represen- 


mes nes 


tent les x" et 22" termes, ou les 2" et 22" sroupes de termes du 
möme signe. Mais @,, ne peut pas @tre nul pour = x sı a, ne lest 
pas, puisque 2 et 22 sont infinis en m&me tems, donc R ne peut pas 
etre nul, sı 2.@, ne l’est pas. 

D’ailleurs la deuxi@me condition de la convergence d’une serie, dont 
le 2" terme ou le 2" groupe de termes du m&me sıgne est @,, savoir, 
que le produit 2.@, doit necessairement &tre nul pour 2= x, renferme 
ımplicitement la premiere condition du decroissement successif des ter- 
mes; car sı @, n’ctoit pas nul, le produit 2.@, pourroit l’Etre encore moins 
pour n = 00. 

Done sı l’on trouve, que dans une serie infinie, le pro- 
duit du 2” terme, ou du 2” des groupes de termes qui con- 
serventle m&me sıgne, par n, est zero, pour 2=x, on peut 
regarder cette seule cırconstance comme une margque, que 
la serie est convergente; et r&eciproquement,la serie ne peut 
pas etre convergente, si le produit n.a, n’est pas nul pour 
nz on. 

Nons allons appliquer ce criterium de la convergence des series 
infinies a quelques exemples, 

6. 
I;xemples. 
I. Dans la serie ’ 
IH3+s+ be + +R 


1 ei 
est —. Donc 2.2,=1 n'est pas 0. Donc la scrıe n'est 
n 


le 2” terme @ 


7 


pas convergente. 


II. Dans la scrıe 
aan Zu 2 Sue 26 26 u a 
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ou 2 est un nombre impair quelconque, le 2" des groupes de termes, qui 





onservent le mäme sıene, est @ BE. £ RD D 
COnser e > 1 zen — . — = —, . 
en ie 2n—1 2n Rn(2n—1) RR 
1 2 . r 
= gr Ce produit est zero pur 2=x, Donc la serie est 
A Aa | ee 
convergente. 


Ill. Dans la serie 
1 


1 
1475 FroBperetE „2 +R, 





\ i 1 _- 
le produit z.a, est &gal a et Cette quantite est nulle pour 2 — x, 
sı p> 1. Donc la serie est convergente, sı pP >1. 


IV. Dans la serie 
RE RER | 4_ 1 ı2 


gp Zp 4P = ’ m? (m+-1)? 
ou a est un nombre ıimpaır quelconque, le ="“ sroupe de termes est 














| 1-(1-—) P_ Pr 
u I z— 1 _ (An — (an _ an/ __2n 2 (In)? 
(On—1” (2m)? (2 (2n — 1))P Qn—1P (2n— 1)P , 
done 
2, B—!: = mE zum. 
3/ 5. -F E 9° 08” wuneet 
n.0, == h 








In_1p 
lie numerateur de cette fraction est 3» pour 2=x, le denominateur 
est infini pour >00. Done n.0,=0 pour n=x, sı p>o0. Donc 
la serie est toujours convergente, sı P >0. 


V. Soıt donnee la suite infinie 


wie m Ban ni Fick m DE | 


u+p !Ta+2B Ta+3p' e-pnP 
u l b | 
le n"* terme, multipli€ par z, donne z. Er Et, De quantıte 
anf a +8 
Br 1 
n 


est infınie, sı 5 n’est pas nul. Donc la serie donnee n’est pas convergente. 


VI. Dans la serie 
1 1 


c(c+k)(c+2%).....(c--mk) FeRSeH !k).....(c+(m-+1)k) 





.-. 2 20» 








».». 82»: » ® R, 
+ Free TTER ee (e+(m-+n—1)k) + 
quı exprime les sommes des nombres figur&s r&ciproques, on trouve 


5* 
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1 
(c+(n—1)k (+3) c+-(n+1)k)..... (e+(m-n—1)k) 
Cette quantil& est zero, sı ax pour un k quelcongue, toutes les fois que 


e>0 et m>0. Done la serie est convergente sous les m&mes conditions. 
Vll. La serie infinie 


ce? c3 c * ec” 
e+7+zTr7."-—t& 





N.G, mm 


quı exprime le logarıthme hyperbolique de donne n.0, =c”, et 


m 
cette quantite n’est pas nulle pour 2=x, a moins que c<{ 1, Donc la 
serie logarıthmique n’est convergente que pour c<1. 
Vlil. La serie infinie 
r 


u. c? c* ct 


ec” 
C srz- TEERERZETEE: 5 m m+t1 4A, 
qui exprime le logarıthme hyperboiique de 1-4 c, rn &etant un nombre 
ımpair quelconque, donne 


an—ı ‚an an—ı an 
n.0. aA x an zu E BEN, „= — (cr 1 ce 
ee 2n—1 In 1 3 1 2 











ne u 


n n 
ean—ı 
zu > 1 (.2u4—0)+2). 
2(2——) n 
n 
Donc le produit z2.«, est zero pour 2=®x, si c<{1, et il est infiniment 
grand sı ce >1. Sıc=l, on trouve 


er—ı c 1 cr 
N * Q,„ —— — — 


Tee er 
P n n 


et cette quantite est egale aA c”"loge pour a= x (voyez le memoire nu- 











mero 28. page 309., #"" cahier du tome precedent de ce journal), donc 
elle est egale a zero, pour c=1. Sıc est negatıf, la serie (VIII) ren- 
tre dans celle (VIL); done 2.«, nest nul pur 2=x, que ı e>—1. 
Donc la serie, qui exprime log. hyp. (1-++c), n’est convergente, que de- 
pus c=—1 jusquac=-+l. 

IX. Pour juger de la convergence des series dont les termes con- 
tiennent des factorielles, par exemple de la serie du binome 


En m.m—1 , m.m—1.....(m—n-L2) ._, R 
TEE TE U 





il faut revourir a quelgues theor&mes de la theorie des factorielles. 
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Soit representee la factorielle 








1. a(a+b)(a-+2b)....... a +(p—1)b) par am, 
on a 
2. aPthd — ar?(a+pb)"? et de la 
. , artk b 
3. (a+pb)"' un ap; ® 
D’un autre cote on a 
b 
4. at — 1“ ar, 
+k,b P+h, n +k 
et cela donne art"? — ı ‚art‘, donc, en vertu de (3.), 
au 
I. (@ + pb)"° = —.alf, 
1” = 
Cela donne pour a=b 
ypthı 
6. (at 


et en faisant (1+p)b=N, ou bien p= Du 





7. mie dh, 


et sı lon Ecrit @ au lieu de A, et p au lieu de #, 
Ztr-nı p 
8 A’ - "y 


a 
— 1,1 


15 





L’equation (2.) donne aussi 
+p 11 - ı 
g, ı° um 2’. (1 +p)' R 


donc on a suivant (4) 





u —1, 3 1 To a 6 

10. ı? de — (+ 2)’ P,p’ ’ 

et en vertu de (8.) 
a_,ı a 
vr +1)? ı ?,p® 3 jP’ 
11. a’ = r 
Kr 

De la on tire l’expression suivante du quotient de deux factorielles: 

a ı 


1 aa 7 FE RT ER 
ap»® 17: (+1) ’ p’ e h' ı? . 


p 
- er Bi; i 





12. 





1997 17 1 ER 2 
Fe 4 7 g? 
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En applıqu: ' „. . 
appliquant cette expression & la serie, qui represente la valeur de 
(1-+e)”, on trouve ce quı sult: 








On a 
3. kn ie m.m—1 R m.m—1.....(m—(n—1)) 
+ J 1 mct ı.? oe. 1.2 25 z -c"+R, 
et le z"" terme de cette serie est 
) wur 
— ”n 
14. a, = ug 


\ 
| 


En comparant cette @quation ä celle (12.), on a 
n, 5b 


n, B 


— ], 


+1 


ae = m, p 
=1, 9 

donc, en vertu de (12.): 
ı 


Hy = 


- n \ 
id = N 


1 1, - 

(+) 

Mais de l’equation (?.) on tire 
16. 1» — mut 1—m—ı)"t'" N 





donc, puisque 1°’ =], 





17. rt — - 
(— m)" tu, 2? 


et en vertu de (15.) 


| er 
ae 7 
+9 1) 


18. 0, = mt 
). „= r — (nr x 
1 u nt ) ui 
" | ) 7 
n 


Cest la lexpression du 2" terme de la serie du binome (13.), a laide 





des factorıelles. 
Si Ion fait n=%x, on trouve 
ı 


1 .Mm—ı, — 
(+4) zz r"’zrz1 et 


1 -. 
„+H) "=" =ı 
donc (18.) 

m)" tn 2, (— 1)" 


19. uU.= 7 
n nrtı .e . 





Cela faıt voir, que le 2"”" co@eflicient de la serie du binome, r etant 
x, est zero toutes les foıs, que 2 >—ı. 
Sı m =—1, le coellcient et = (— 1)", et sı m <-—-1, le coet- 


ficient est infiniment grand. 
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En multipliant le coefhcient de c” (19.) par 2, on trouve 


90, (— mm +1 (— r 


n m 





Ce produit est zero, pour n=w, si m>0. Si m=0, il est 
= —m.(—1)"=0, et sı m <C0, il est infiniment grand. Lie 2"“ terme 


lui-meme, pris 2 foıs, donne (19.) 
(— m)rtuı,(__ 1” 


“ c” 
= "a + (m, 
n n 


m 





21. no, = 


Dans cette expression le facteur (— m)”+»" est toujours une quantite 


finie, quand >72 lest. Donc il ne s’agıt que de la fraction — 
« n “ 

Sıc=1 et m positif, cette fraction est zero pour n=—= x. 

Sı c=1et m negatıf, la fraction est © pour 2=w. 

Sı e<{1 et a positif ou nul, la fraction est zero pur 2n=x. 


i 1 u. 
Sı e<{1, par exemple RA y etant >1, et m negatıf, = — u, 


ou 4 >>0, la fraction est Egale a 
n!' 


" 
On trouve la valeur de cette fraction suivant Je m&moiıre numero N. 
de ce recueil, en diflerentiant, suivant 2, le numerateur et le denomina- 


teur, par exemple y fois, ou v>n. Cela donne 
9,9 klu—1 (w—2).....(u—(V- D)n” _ u u—N)u—2)..... (u — (» —1)) 
an y" (log) u y" (log y)’ ne 
et cette quantıte est zero pour 2=x, sı vet u sont finis. 
Donc le 2" terme de la serie (15.) pris 2 fois, c’est-a-dıre, na, 


(21.), est toujours zero pour 2=w, m etant un nombre quelconque, sı c 











4 


est moindre que Junite. 
. ’ . . c” * . 
Sı c>1 et m ndgatıf ou nul, la fraction -,, est infiniment grande. 


rn 


. di . ( 
Sıe>1 et a positif, la valeur de la fractıon — est, en vertu du 
n"" 


memoıre No. 28. 
FOR ec” (log c\ lt 
Is van 


m(m — 1).. a (m — (u — 1)) n”""# . 
u etant > m, et cette valeur est © pour =“. 
Donc, sı 2=®x, le 2" terme de la scrie (15.), prıs 2 foıs, c’est- 





a-dire, n2.a, (21.), est toujours » pour une valeur quelconque de zz, 


sı c>]1l. 


En nous resumant, nous venons de tronver, qne pour a=x, 


a 
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n.a,„ est toujours = 0, si ce<1ı, 
n.@, est toujours =%, sı c >1, 


24. _ 
1 et m positif, 


179 est == 0, Si c 
= 1 et m negatıf. 


n.a, est 00, 51 C 


Cela pose, on sait que les termes de la serie du binome 


3 1)" = ee ER A Ip 


1.2 a ran 9 


sont toujours alternativement positifs et negatifs (au moins a partir d’une 








certaine limite), toutes le foıs que, pour un exposant non-entier, la serie 
est infinie; c’est ce que fait voir aussi l’expression (19.) du n"* terme 
@„. La serie est done composee de groupes A deux termes, et puisque, 
en supposant n=%, il est indifferent, qu’on exprime par 72 le nombre 
des termes ou le nombre des groupes de termes: la serie, en vertu du 
theoreme general ($. 5.), pourra &tre jugee convergente, sı le groupe de 
termes @,— Q@,4,, pris r foıs, est nul pur 2=x. 
L’equation (19.) donne 


n a an a ) Pe n |‘ an m) t% 1 (— 1) gr Bee (— mtb 1 (— 1yrtı +] 
, ul nt (n +1)" ’ 


ou bıen 








(— mr tut (— 1)” 


' R 1 c 
20. n (A, — Oryı) nun n" 5 f r,T | Gy) 
n n 


(— m)" tur, (— 1)” 


mn 











Dans cette expression le facteur c" m’est autre chose, que 


n 


1 c 
1+- (14)" 


finie pour un e fin. Done z(a,„—a,,,) sera nul ou fini ou ınfinı en m&me 


n.a,„ (21.). Lautre facteur 1-+ 





est toujours une quantite 


tems que n2.@, est Yun ou llautre. Donc la serie du binome (?25.), en 
vertu de (24.), sera convergente pour un exposant quelconque, si c<1ı 
etsı ce=1, m etant positif, et elle sera toujours divergente, si c>1ı 


et sı c=1, m etant negatıf. 
X, Le n"" terme a, de la serie 


c” U c? c* c” 
e+37+33+334'"t77 —,+% 
in 


. . RR . ; C 
quı exprıme la quantite exponentielle e‘, est a, = = wert done 











c” 





u WW ee 
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Sıe<{1, ce produit est evidemment = 0 pur zn=x. Sic>ı. 
soit 4 le premier nombre entier plus grand que c. 











u” . 
Alors 5 — — est >n.a,. Maıs 
u” 2 ver n Teig. 
2.3.....n—1 2.3.....0 a+1.u+2 ae n—1' 


Le premier facteur a droite est toujours une quantite finie, quelgque 
grand que soit . Le second facteur, compose d’un nombre egal de fac- 


teurs en haut et en bas, peut &tre exprime par 
1 


1 2 3 n—1— e) 
+) (1+7)0142) (1 f 
La valeur de la factorielle, qu’offre le d@nominateur, est Evidem- 


ment infiniment grande pour = x. Donc le second facteur est —= 0, 
m" 


- DE ee 








pour 2=x, et par consequent l’est aussı, quelque grand 


ou r2.a, Sera nul, 





que soit . Donc ä plus forte raison - 3 


pour un € quelconque, 7 elant x. 
Cela fait voir, que la serie est toujours convergente pour une va- 


leur positive quelconque de ec. Sı c est negatıf, les sıgnes des termes 


de la serie se succedent en aliernant, et l’on trouve, que la serie est de 


m&eme convergente. 
XI. D’une manicre tout-A-fait semblable on trouvera, que les series 


‚2n 











c? c* ( 
an 9.3.4 . oh ht 2. 98 © —2.I3.....2n +R, et 
ö c? c’ e"tı e Rn 
I = Zr re To ER 2n+1 2 


qui expriment le cosinus et le sinus de l’arc ce, le rayon ctant 1, sont 


aussi toujours convergentes, pour un arc quelconque, 


XII. IDr’expression d’une puissance quelconque d’un cosınus par les 


cosinus et les sinus des arcs multiples est en general 


Mm: MT 1 


, f \ 
120050)" = cöosme -mcos(m —2)c + 7,7 eos(m —l)C..... 











m.m—1.....(m—(n—?)) Mr | i 
I ie 
r u Va cos (m (r ), 41 u 
. . m.m—1 . I 
+ y—ı[sinme + msin(m—2)c+ r sın (nm —A)Cı.... 
PER. REEL 
+ m.m— 1 sl (m—(n—2)) sin (m —2(n—1))e r% R.). 
Be a 


6 


Crelle’s Journal. U. Bd, 1. IIft. 
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ou, au hieu de ce, il faut encore Ecrire c+2y7, v &etant un nombre en- 
tier quelcorque (voyez tome ]J. cahıer 1. de ce journal, page 17. et 18.). 
Tous les cosınus et les sınus sont moindres que l’unite; mais dans 
les series cı dessus ıls ne diminuent pas necessairement jusqu’a 0. Donc 
ces series ne seront necessairement convergentes que dans le cas, ou les 
produits des co@ilicıens binomiaux des termes infiniment &loignds par un 
nombre ınfını sont egaux a zero. Cela n’a lieu, suivant (IX. 20.), que 
lorsque lexposant m est positif. Donc, lexpression ci dessus de (2cosc)” 
n'est generalement convergente que si exposant m est positif. 
de 
On pourra trouver de m&me les conditions de la convergence des 
series a double, ä trıple etc. entree. On les tirera des reilexions sem- 
blables a celles que nous venons de faire sur les series ordınaires. 
8. 
\ cette occasion nous dirons un mot d’un procede, qui donne quel- 
queiois les limites de la somme d’une serie 


Supposons une serie, dont les termes, ou les groupes de termes gui 


ont Je möme sıgne, diminuent continuellement, a partir du premier, jus- 
qua Yınfinı. Soient representds dans ce cas les termes, ou les groupes de 


termes, par les ordonndes orthogonales 4,B,, A,B., AzB; ..... (Fıg. 1.) 
d’une courbe, correspondantes aux abscisses A,A, =1, A,A,=2, A,d; 


u) 
== 3 eic. 


2 Alors Vaxe des absc’sses sera une asymptote de la courbe, et 


ja somme de la serie sera dgale A la somme des aires des parallelogram- 


mes 4,0,, A,C,, A,Cı:......, la largeur de tous ces parall&loegrammes 





etant = 1. Cette somme des aires est plus grande, que laire entre 
la courbe, la premiere ordonnde et l’axe des abscisses. Prolongeons B,C;, 
B,C,....... jusqua D, D,......., nous aurons les parall&logrammes 


A,D,, A,B,, A,B,......., qui seront @quivalents avec les parallelogram- 
mes A,C,, A,C}....... Donc la somme des aiıres de ces nouveaux 
parallälogrammes sera &gale a la somme .de la serie, moins son premier 
terme. Mais laire, comprise entre la courbe, laxe des abscısses et la 
premiere ordonnde, est plus grande, que la somme des aires des par- 


allelogrammes A,B,, 4,B,, 4,B,....... Done Faire de la courbe est 


comprise entre Ja somme de la serie totale et celle de la serie moins son 


premier terme. Soit s la somme de la serie, f Faire de la courbe et a, 
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le premier terme de la serie, on a 

s—=-f+kes—a =f— 
k et x Eetant deux quantitds necessairement positives. Lieur somme sera 
egale a @,, comme les deux @quations enoncces le font voir, en les re- 
tranchant Tune de lautre. De la il suit que # et # sont rdellement, l’un 
et lautre, moindres que @,. Donc on a 

s<fta et s>f 

Sı donc on peut trouver l’aire de la courbe, on aura deux limites, entre 
les quelles la somme de la serie sera necessairement comprise. 


En representant par y les ordonndes de la courbe et par a, les ter- 
mes ou les groupes de termes de la serie, lcquation de la courbe sera 
Y = (4, 
ou n exprime les abscisses et y est regarde comme fonction de n. Cela 
pose, Vaire de la courbe sera £gale a lintegrale de ydz, prise par rap- 

port a nz, c’est-A-dire on aura 
Ja fa,da, 


Iintegrale doit &tre =0 pour 2=1; et, en y faısant n=x, elle don- 
nera les limites de la valeur de la serie totale. On voit bien, que ce 
proc@d& peut encore &tre applique, en ne cherchant la valeur, que d’une 
partie quelconque de la serie donnee. Sı l’on cherche les Iimites de la 
valeur d’un reste de la scrie, par exemple de celui, qui complete la se- 
rie, a partir du 72" terme, il n’y a qu’a supposer lıintegrale = 0 pour 


n=m, puis on fera ==, 
Exemöples. 


I. Soıt donnde Ja serie 


g | i [4 } 
ee ce a 


N 2 i ; i Eu zz az u 


4 »y 
Pr p ın . » PR. 

on a a„=—, done [= [= logr + Const., et sı f doit @tre O0 pour 
n « zı - 


n=m, 0=logm -+- Const. Cela donne Const. = — logm, et 


he. 


si O a 
1 


Donc les limites de la valeur du reste de Ja serie, a partır du m" 


terme, sont 


n f 
log — -- — et log—. 
m m 
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Ces limites toutes les deux sont infiniment grandes pur n=x 
et elles ne different que d’une quantite finie e, Donc la valeur du reste 
de la serie est ©. Cela s’accorde avec (6. I.). 

ll. Soıt donnede la serie 


1 1 1 
1 + gu + zu ......n + n# 4A, 


1 ! ı— 1 R i 
naaw=-; donc ff‘ — = „+ Const., et si lon cherche la 


u 
n In 


























\ . ” m:4 
valeur du reste, a partır du 2" terme, 0 = er + Const., done 
m! | 
Const. = — et 
1— u 
f mt—U — mi-u 
_ 1— u 
Donc les limites de la valeur du reste de la serie seront 
ni — mi 1 nu mi u 
ae et . 
1— u m! 1— u 
Soit „= 2, les limites seront 
an" — m”! 1 nT— m! 
een 
ou bien 
1 1 1 t 1 1 
m* m n m n 
et pour n=Xx, 
1 1 1 
— ns et ac 
/ m m 


Mais ce procede n’est applicable qu’aux cas, ou lintegrale fa,dn 


peut dtre trouvee sans les secours de series. 
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3 
Verwandlung und Theilung sphärischer Figuren durch 
Construction. 


(Vom Herrn J. Steiner.) 





1. 
I. den Elementen der Geometrie (Anmerk. X.) beweiset Legendre 
den merkwürdigen Satz: 
„dafs die Scheitel aller sphärischen Dreiecke über derselben Grund- 
linie und von gleichem Flächeninhalte in einem bestimmten kleinen 


Kreise liegen.” 
Den Satz hat Lexell zuerst gefunden (Nova acta Petropolitana, fünfter 


Band, erster Theil). 

Die künstlichen Ausdrücke, welche für den Radius des genannten 
Kreises und zur Bestimmung der Lage seines Mittelpuncts gefunden wer- 
den, sind nicht geeignet, die eigentliche Lage des Kreises leicht zu er- 
kennen zu geben, noch weniger, denselben danach leicht construiren zu 
können. Da aber auf diesen Satz mancherlei Untersuchungen gegründet 
werden können, wie z. B. die Verwandlung und Theilung der sphäri- 
schen Figuren, so war eine genauere Bestimmung desselben, so wie ein 
einfacherer Beweis, sehr wünschenswerth. In der That findet sich, dafs 
der genannte Ortskreis, ohne Rechnung zu Hülfe zu nehmen, unmittel- 
bar construirt werden kann, und dafs auch der Satz selbst durch eine 
ganz elementare Betrachtung sich beweisen läfst. 

In Folgendem soll daher der Lexell’sche Satz dahın vervollstän- 
digt werden: 

„dafs der Ort der Scheitel aller sphärischen Dreiecke über dersel- 
ben Grundlinie und von gleichem Flächeninhalt ein bestimmter klei- 
ner Kreis ist, welcher durch die beiden Gegenpuncte der 
Endpuncte der Grundlinie geht.” 

Hiernach ist alsdann der Ortskreis leicht zu construiren, und da- 
durch wird man in den Stand gesetzt, durch Hülfe dieses Satzes eine Reihe 
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von Aufgaben über Verwandlung und Theilung der sphärischen Figuren 
zu lösen, welche denen bei geradlinigen Figuren in der Ebene analog 
sind, d. h., man kann alsdann durch blofse Construction jedes beliebige 
sphärische Polygon successive in ein Dreieck oder Zweieck, oder auch 
in ein sphärisches Quadrat verwandeln, desgleichen jedes gegebene sphä- 
rische Dreieck (oder Polygon), von einem gegebenen Punct aus, in zwei 
gleiche Theile, oder nach sonstigen Bedingungen, theilen. 


9, 

Jeder Kreis auf der Kugelfläche, dessen Ebene durch den Mittelpunect 
der Kugel geht, heifse ein Hauptikreis, jeder andere dagegen Sphären- 
kreis oder auch schlechthin Kreis, Der Bogen eines Hauptkreises aus 


Ds . Sy .. . . . j 7 Re. mr Pr 
dem Pol eines Sphärenkreises, bis an ırgend einen Punct der Peripherie 


des letzteren, heifse sphärischer Radıus desselben. Ein durch 2,3,4,.... 
Hauptkreis-Bogen begrenzter Theil der Kugelfläche heifse sphärisches 
Zweieck, Dreieck, Viereck, . ... . etc., wie gewöhnlich. Ein Haupt- 
kreis, der einen anderen Kreis berührt, heifse sphärische Tangente an 
letzteren. 

Die Sätze: „dafs die sphärischen Tangenten eines Sphärenkreises auf 
dem zugehörigen sphärischen Radıus senkrecht stehen;” — ‚dafs der 
Durchschnittspunct zweier sphärischen Tangenten, die denselben Kreis 


berühren, gleich weit von beiden Berührungspuncten entfernt ist;” — 


, 
„und dafs ım gleichschenkligen sphärischen Dreieck die Winkel an der 
Grundlinie einander gleich sınd, und umgekehrt;” sind leicht zu bewei- 


sen und aus der Elementargeometrie bekannt. 


Js 
In einem beliebigen Sphärenkreis, dessen Pol M (Fig.?.), sei ein 
sphärisches Viereck ABCD eingeschrieben. Nach den Ecken des Vier- 
ecks ziehe man die sphärischen Radien MA, MB, MC, MD, welche, da 
sie einander gleich sind, mit den Seiten des Vıierecks vier gleichschenk- 
lige Dreiecke MB, BMC .... bilden, in denen die Winkel an den 
Grundlinien einander gleich sind (?.), so dafs 


I — | 8 ns — dh. A mm . — . 
u un nd 2, u &, 0,5 


Yı = ß +P+ Ö + 015 
A+C0=2B-+D,; 


i 


und folglich: 


oder 
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das heifst: „bei jedem sphärischen Viereck im Kreise sınd 

die Summen der zwei Paare gegenüber liegender Winkel 

einander gleich.” *) 
4. 

Zieht man in dem sphärischen Viereck ABCD (Fig. 3.) ım Kreise 
die sphärische Diagonale AC, so hat man, zufolge des vorliegenden Satzes: 
a+c—B=D-—-u—.y. 

Ebenso hat man: , +, — B, = D—a—y, und mithin: 
a+c—b=a+ea—B; 
das heifst: „bei allen sphärischen Dreiecken ABC, ABC, ...., 
welche über der nemlichen sphärischen Sehne 4C und auf 
der nämlichen Seite in einen Sphärenkreis beschrieben 
werden, ist der Unterschied zwischen dem Winkel (B, B,) 
an der Spitze und der Summe der Winkel (@-+c, a—+e,) an 
der Grundlinie constant.” Und umgekehrt: 

„Der Ort der Scheitel (2, B,) aller sphärischen Dreı- 
ecke ABC, AB,C,.... über der nemlichen Grundlinie 46, 
und bei welchen der Unterschied zwischen dem Winkel an 
der Spitze und der Summe der Winkel an der Grundlıinie 
gleich ıst einer gegebenen Gröfse, ist ein bestimmter Sphä- 
renkreiıs, welcher durch die Endpuncte 4, C der Grund- 
linıe geht.” 

Nimmt man an, die Grundlinie 4C gehe durch den Pol M des 
Keises, so folgt, vermöge der gleichschenkligen Dreiecke £MB und BNHC, 
dafs B=ra-t.c, d. h.: 

„Bei jedem in einen Sphärenkreis beschriebenen sphärischen Dreı- 
ecke, das den sphärischen Durchmesser des Kreises zur Grundlinie hat, 
ist der Winkel an der Spitze gleich der Summe der Winkel an der 
Grundlinie;” und umgekehrt: „die Scheitel aller sphärischen Dreiec!.e 
über der nemlichen Grundlinie, und bei welchen der Winkel an der 





*) Dieser Satz ist blofs ein specieller Fall von dem allgemeineren Satze: „Bei jedem sphä- 
rischen 2nEck im Kreise, ist, wenn man die Winkel der Ordnung nach nume- 


rirt, die Summe der Winkel mit geraden Nummern gleich der Summe der übri- 


’ 


gen,” welcher sich auf gleiche Weise beweisen läfst. Es steht ihm ein anderer Satz: „Bei je- 


dem sphärischen 2nEck um den Kreis ist die Summe der Seiten mit geraden 
Nummern gleich der Summe der übrigen,” gegenüber, welcher eben so leicht zu be- 
weisen ist. 
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Spitze gleich ist der Summe der Winkel an der Grundlinie, ist die Pe- 
ripherie des Sphärenkreises, welcher die Grundlinie zum sphärischen 
Durchmesser hat.” 

>. 

Es sei ABC (Fig. 4.) ein beliebiges sphärisches Dreieck. 4,, B, 
sollen die Gegenpuncte von 4, B, also die Bogen 404, BCB, halbe 
Hauptkreise sein, so finden zwischen den Winkeln der beiden sphäri- 
schen Dreiecke ACB und 4,C0B, folgende Beziehungen statt: nemlich 
ce ==(cC,;, . =, = 5; und da « u = )b +ß=2R (2 Rechte), so ıst 
such +, =5-+b,=2HR, und folglich: 

a+rb+te=a—(a+b)+4R, 
d. h.: „bleibt die Summe @ --5-+c constant, so bleibt auch der Unter- 
schied e,— (a,—+ b,) constant.” 

Nun folgt aus dem bekannten Satze, wonach der Flächeninhalt 
eines sphärischen Dreiecks aus der Summe seiner drei Winkel gefunden 
wird, dafs für alle sphärische Dreiecke ZBC, über derselben Grundlinie 
AB und von gleichem Flächeninhalt, die Summe der drei Winkel 
(@a-+-b-F ec) constant bleibt‘, daher bleibt auch ın den zugehörigen Drei- 
ecken 4,CB, der Unterschied e,— (@a,+5,), d. h. der Unterschied zwi- 
schen dem Winkel (e,) an der Spitze uud der Summe (a,—+2,) der Winkel 
an der Grundlinie, constant, und folglich ist der Ort des Scheitels C die 
Peripherie eines Sphärenkreises, der durch die Puncte 4,, B, geht (4.). 
Daraus folgt der nachstehende merkwürdige und fruchtbare Satz: 

„Der Ort der Scheitel aller sphärıschen Dreiecke ABC, 
über derselben Grundlinie 42 und von gleichem Flächen- 
ıinhali, ist dıe Peripherie eines bestimmten Sphärenkreises, 
der durch die Gegenpuncte 4, 2, der Endpuncte 4, B der 
gemeinschaftlichen Grundlinie geht.” 

6. 

Bleibt also die Grundlinie „ZB des sphärischen Dreiecks ABC un- 
verändert, und sein Scheitel © bewegt sich in der Peripherie des Krei- 
ses A,CB,, so bleibt sein Flächeninhalt constant. Nähert sıch der Schei- 
telC einem der beiden Puncie 4, B,, z.B. dem Puncte B,, bıs er end- 


lich mit ihm zusammenfällt, so fallt der Bogen AC mit AB, zusammen, 
und da CB,=0 wird, so geht BC in den halben Hauptkreis BDD, über, 
welcher den Kreis 4,CB, in B, berührt. Daher folgt, dafs der Flä- 

chen- 
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cheninhalt des Dreiecks ABC gleich ıst dem Flächenin- 
halt des Zweıiecks BABDB oder ABAEA, dessen eine 
Seite BDB, oder ZEA, den Ortskreis 4,CB, ın B, oder 4 
berührt. 


4 


Es ıst zu bemerken, dafs, wenn die Grundlinie 4B und der Flä- 
cheninhalt des sphärischen Dreiecks 4BC gegeben sind, dafs alsdann ei- 
gentlich zwei Ortskreise für den Scheitel C statt finden, indem man sich 
das Dreieck auf zwei verschiedenen Seiten der Grundlinie vorstellen kann; 
beide Ortskreise sind aber nothwendiger Weise einander gleich, schnei- 
den einander in den Puncten 4,, #,, ihre Ebenen bilden mit der Ebene 
des Hauptkreises 4B4,B, gleiche Winkel, und die Gerade, welche ihre 
Pole verbindet, steht auf der letzteren Ebene senkrecht. In dem beson- 
deren Falle, wo die Summe der Winkel des Dreiecks gleich 4 Rechten, 
d.h.woetb+c=4R, ıt co =«a +5, (5.), und daher ıst 4,D, ein 
sphärischer Durchmesser für jeden der beiden genannten ÖOrtskreise (4.), 
folglich fallen beide Ortskreise in einen einzigen zusammen, dessen Ebeng 
zu der Ebene des Hauptkreises 4BA,B, senkrecht ist. 


I 7 


lo 

Es sei P (Fig. 5.) der Pol des Hauptkreises 4B4A,B, und EP/ der- 
jenige Hauptkreis, welcher die Puncte D, B, zu Polen hat. Man ziehe 
aus B, durch den Pol M des Ortskreises 4,CB, den Quadranten B,MG, 
und beschreibe mit ihm aus dem Pol G den Haupikreis Z,DB, so hai, 
da dieser Hauptkreis den Kreis 4,CB, in B, berührt, weil GHB, zu DD, 
senkrecht (2), das Zweieck BDB,ZB mit dem Dreieck ZBC gleichen 
Flächeninhalt. Nun ist der Bogen DE das directe Maafs für den Fli- 
cheninhalt des Zweiecks BAB,DB, und da die Quadranten PE und GD 
einander gleich sind, also auch DE=PG ist, so ist auch der Bogen PG 
ein directes Maafs für den Flächeninhalt des Zweiecks BAB,BD oder des 
Dreiecks ABC; d.h., in demselben Verhältnifs, in welchem sich der Flä- 
cheninhalt des Dreiecks ändert, ändert sich auch der ihm zugehörige 
Bogen, und umgekehrt; so dafs also einem Dreieck von doppeltem Fla- 
cheninhalt, ein zweimal so grofser Bogen entspricht. Stehen also z. B. 
über derselben Grundlinie 4B zwei Dreiecke ABC und 4BÜ,, deren Flä- 


cheninhalte sich verhalten wie n: m, und entsprechen ılınen respective 
die Puncte G, G,, so ist auch PG:PG,=n:m, und umgekehrt. 


3 


Crelle’s Journal. Il. Bd. 1. Hft, / 
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Kann man also den Bogen PG in G, so theilen, dafs PG:PG, ir- 
send einem gegebenen Verhältnifs z2:72 gleich ist, so kann man auch 
ein Dreieck ABC, finden, welches mit dem gegebenen Dreieck ABC ei- 
nerlei Grundlinie und ın Hinsicht des Flächeninhalts das nemliche ge- 
sebene Verhältnils hat. 

8. 

Aus dem Bisherigen ergiebt sich unter anderen zunächst die Auflö- 
sung folgender Aufgaben. 

I. Aufgabe. „Ueber der Grundlinie 4B eines gegebenen sphä- 
rischen Dreiecks ABC ein gleichschenkliges Dreieck zu errichten, wel- 
ches mit jenem gleichen Flächeninhalt hat.” 

Man lege durch den Scheitel C des gegebenen Dreiecks und durch 
die Gegenpuncte 4, B, der Endpuncte seiner Grundlinie den Ortskreis 
A4,CB,, und errichte aus der Mitte der Grundlinie zu dieser einen sphä- 
rischen Perpendikel, so ist der Durchschnittspunct dieses Perpendikels 
und jenes Ortskreises, zufolge des Obigen, der Scheitel des zu constru1- 
renden gleichschenkligen Dreiecks. 

ll. Aufgabe. „Ueber der Grundlinie AB eines gegebenen sphä- 
rıschen Ireiecks ABC ein anderes Dreieck zu errichten, welches mit 
ihm gleichen Flächenirhalt und entweder 1) an der Grundlinie einen 
rechten oder irgend einen gegebenen Winkel «, oder ?) eine gegebene 
Seite hat.” 

Auflösung und Beweis folgen von selbst. Für den Fall (R.) ıst die 
Aufgabe nicht ımmer möglich. 

ill. Aufgabe „Ein sphärisches Dreieck zu finden, welches mit 
einem gegebenen sphärischen Dreieck: ABC dieselbe Grundlinie 4B und 
sleıchen Flächeninhalt hat, und dessen Spitze in einem gegebenen Haupt- 
kreise Ä liegt.” 

Man construire den Ortskreis 4,CB,, so schneidet derselbe den ge- 
sebenen Hauptkreis X in denjenigen zwei Puncten, in welcher allein die 
Spitze des zu construirenden Dreiecks liegen kann; schneidet er ıhn nicht, 
so ıst die Auflösung der Aufgabe unmöglich. 

IV. Aufgabe. „Ein gegebenes sphärisches Dreieck ABC ın ein 
Zweieck zu verwandeln, d. h., ein Zweieck zu finden, welches mit 
dem Dreieck gleichen Flächeninhalt hat.” 

















y . Pr rn . .. . ar y - 
Steiner, Verwandlung und Theilung sphärischer Figuren durch Construction, DI 


Man suche den Pol M des Ortskreises 4,CR, (Fig. 5.), ziehe den 
sphärischen Radıus MB, und errichte B,DB senkrecht zu MD,, so ist 
BADB,AB das verlangte Zweieck (7.). 

V. Aufgabe. „Ein sphärisches Dreieck zu construiren, dessen 
Grundlinie gegeben ist, und welches mit einem gegebenen sphäri- 
schen Dreieck ABC einen Winkel gemein und mit ihm gleichen Flä- 
cheninhalt hat.” 

Es sei AD (Fıg. 6.) die gegebene Grundlinie des zu construirenden 
Dreiecks, und 4 seı der beiden Dreiecken angehörige Winkel. Man ziehe 
den Hauptkreis CD, und construire nach (I11.) das Dreieck CODE, wel- 
ches mit dem gegebenen Dreieck CDB gleichen Flächeninhalt und die 
Grundlinie CD gemein hat, und dessen Scheitel E ın dem gegebenen 
Hauptkreise AC liegt, so ıst ADE das gesuchte Dreieck. Denn ist 
ACDB= ACDE, so ist auch ACFE = ADFB, und folglich auch 
AABC = AADE. 

VI. Aufgabe ,„ 
ches mit einem gegebenen sphärischen Dreieck ABC gleichen Flächen- 
inhalt hat, und von desseu Seiten zwei der Gröfse nach gegeben sind.” 

Diese Aufgabe läfst sich mittelst (II, 2.) auf (V.), und umgekehrt, 
mittelst (V.) auf (1], 2.) zurückführen. Uebersteigt der genannte Flächen- 
inhalt eine bestimmte Grenze, so findet die Aufgabe nicht Statt. 

VI. Aufgabe. „Ein sphärisches Dreieck zu construiren, welches 


‚Ein sphärisches Dreieck zu construiren, wel- 


mit einem gegebenen sphärischen Dreieck ABC gleichen Flächeninhalt 
hat, und von welchem eine Seite und ein \Wiınkel der Gröfse nach ge- 
geben sind.” 

Diese Aufgabe läfst sich, wie die vorige, durch Hülfe von (II, 1.) 
und (V.) lösen. 

VII. Aufgabe. „Ein gegebenes sphärisches Viereck ın ein sphä- 
rısches Dreieck zu verwandeln, d. h., ein Dreieck zu construiren, wel- 
ches mit dem Viereck eine Seite und einen Winkel gemein, und mil 
ihm gleichen Flächeninhalt hat.” 

Es sei ABCD (Fig. 7.) das gegebene Viereck. Man ziehe eine 
sphärische Diagonale DB, und verlängere an dem einen Endpuncte der- 
selben eine Seite des Vierecks, z.B. ın B die Seite AB nach Z hin, 
und constrnire sodann, nach (111.), das Dreieck DBE, welches mit dem 
Dreieck DBC über derselben Grundlinie DB steht, gleichen Flächen- 


7» 
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inhalt hat, und dessen Scheitel E ın der Verlängerung der Seite 4B liest, 
so ıst AED das gesuchte Dreieck, welches mit dem Viereck ABCD 
sleichen Flächeninhalt und den Winkel 4 und die Seite AD ge- 
mein hat. 

IX. Aufgabe. „Irgend ein gegebenes sphärisches Vieleck in ein 
anderes zu verwandeln, welches eine Seite weniger hat.” 

Die Auigabe wird auf ähnliche Weise gelöst wie die vorige. 

Hieraus folgt: 

„Dafs man durch blofse Construction jedes gegebene 
sphärische Vıieleck ın ein sphärisches Vieleck irgend ei- 
nerGaitung mit einer kleineren Anzahl Seiten, folglich je- 
des gegebene sphärische Vieleck in ein Dreieck oder Zwei- 
eck verwandeln kann.” 

9. 

Ferner ergiebt sich aus den obigen Betrachtungen die Auflösung 
folgender Aufgaben. 

I. Aufgabe. „Eın gegebenes sphärisches Dreieck durch einen 
Hauptkreis aus einem seiner Winkel in zwei gleiche Theile zu theilen.” 

Es sei ABC (Fig. 8.) das gegebene Dreieck. Man construire den 
Ortskreis #,CD,, dessen Pol HM ıst. Aus dem Pol B ziehe man den 
Hauptkreis EPGF. Ferner ziehe man den Hauptkreis DPMD, so, dafs 
er zu der Grundlinie 4/B senkrecht ist und sie ın D) halbırt; alsdann 
ist P der Pol des Hauptkreises #3 4,B,. Endlich ziehe man den Qua- 
dranten B,HG, halbıre PG ın G,, ziehe den Quadranten G,M,B,, wel- 
cher den Hauptkreis DP47,D, in A7, schneidet, und ziehe aus dem Pole 
M, 


zufolge (7.), sowohl das sphärische Dreieck ABa, als auch ADBb, halb so 


mit dem sphärischen Radıus Z7T,B, den Sphärenkreis B,baA,, so ist, 


grofs als das gegebene Dreieck ABC, und folglich leistet jeder der beı- 
den Haupikreise fa und 33 der vorgelegten Aufgabe Genüge. 

Es sei Cc der dritte Hauptkreis, welcher das gegebene Dreieck 4RC, 
der Aufgabe gemäfßs, haibırt, und C, scı der Gegenpunct des Scheitels C, 
so liegen, vermöge der vorstehenden Auflösung, sowohl dıe vier Puncte 


A, B, b, a, als auch T,, C,, ec, b, so wie auch C,, 4,, a, c in einem 


ı? 


Kreise. Da die Ebenen dieser drei Kreise einander ım Allgemeinen in 
einem Punct O schneiden, so treffen auch die drei Geraden A,a, D,b» 
C,e, in welchen die nemlichen Ebenen einander schneiden, in demselben 
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Punct O zusammen, und folglich schneiden die Ebenen der drei Hauptkreise 
daA,, BöB,, CcC, einander in einem und demselben Durchmesser 
SQO der Kugel, welcher durch den Punct O geht, so dafs folglich die 
drei Hauptkreise fa, Bb, Cc einander in einem und demselben Puncte 
O schneiden. Daraus folgt der nachstehende merkwürdige Satz: 

„Die drei Hauptkreise (4a, Bb, Cc), von denen jeder 
durch einen Winkel eines gegebenen sphärischen Dreiecks 
(ABC) geht und die Fläche desselben halbirt, treffen einan- 
der in einem und demseben bestimmten Puncte P.” 

Durch irgend zwei der drei Hauptkreise ist demnach der dritte 
unmittelbar gegeben. 

Der vorstehende Satz findet bekanntlich auf analoge Weise beim 
geradlinigen Dreieck statt, bei welchem der Punct (P), in welchem die 
drei Halbirungslinien einander schneiden, zugleich die Eigenschaft hat, 
dafs er der Schwerpunct der Fläche des Dreiecks ist. 

ll. Aufgabe. „Ein gegebenes sphärisches Dreieck, von einem 
beliebigen Punct aus, der ın einer seiner Seiten liegt, durch einen 
Hauptkreis in zwei gleiche Theile zu theilen.” 

Es sei ZBC (Fig. 9.) das gegebene Dreieck und D der gegebene 
Punct. Man theile das Dreieck aus einem Winkel, z.B. aus 4, durch 
den Hauptkreis 4@ ın zweı gleiche Theile (I.), und verwandele nach 
(8, 111.) das sphärische Dreieck Da in DE, so theilt der Hauptkreis 
DE das gegebene Dreieck in zwei gleiche Theile, 

II. Aufgabe. „Eın gegebenes sphärisches Viereck durch einen 
Hauptkreis aus einem seiner Winkel in zwei gleiche Theile zu theilen.” 

Es sei ZBCD (Fig. 10.) das gegebene Viereck. Dasselbe soll z. B. 
aus dem Winkel 4, durch einen Hauptkreis, in zweı gleiche Theile ge- 
theilt werden. Man verlängere die Seite BC nach E hin, und mache, 
nach (8, 111.), das Dreieck ACE gleichflächig mit ACD, und theile das 
Dreieck 4EB durch den Hauptkreis 4F in zwei gleiche Theile (I.), so 
ist auch AAFB = Viereck 4FCD, und folglich leistet der Hauptkreis 
AF der Aufgabe Genüge. Hätte man statt der Seite BC die Seite DC 
nach E, hin verlängert, und AACE, = AACB gemacht, und durch den 
Hauptkreis 4, das Dreieck ADEF, halbırt, so müfßste man alsdann noch 
das Dreieck CF, ın ACF verwandeln, um den Hauptkreis /F zu fin- 
den, welcher die Forderung. der vorgelegten Aufgabe erfüllt. 
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Hat man erst einen Hauptkreis 4F gefunden, so lassen sich dar- 
aus, mit Hülfe von (S, III), die drei übrigen Hauptkreise, welche aus den 
drei übrıgen Winkeln B, C, D das Viereck halbiren, leicht finden. 

IV, Aufgabe. „Ein gegebenes sphärisches Viereck durch einen 
Hauptkreis, welcher durch einen in einer Seite desselben gegebenen 
Punst geht, in zweı gleiche Theile zu theilen.” 

Es sei ABCD (Fig. 11.) das gegebene Viereck und E der gegebene 
Punet. Man theıle z. B. aus dem Winkel 4, durch den Hauptkreis AF, 
das Viereck ın zwei gleiche Theile (I1.), und verwandele hierauf das 
Dreieck EA in EFG, so theilt der Hauptkreis EG das gegebene Vier- 
eck in zweı gleiche Theile. 

V. Aufgabe. „Ein gegebenes sphärisches Vieleck durch einen 
Haupikreis aus einem seiner Winkel in zwei gleiche Theile zu theilen.” 

Es sei z.B. das Fünfeck BCDE (Fig. 12.) gegeben, welches aus 
dem Winkel 4 durch einen Hauptkreis 47 in zwei gleiche Theile ge- 
theilt werden soll. 

Man verwandele das gegebene Fünfeck in das Viereck AFDE, 
theile dieses Viereck durch den Haupikreis /G in zwei gleiche Theile 
(IIT.), und verwandele das Dreieck DG in ADH (8, 1IL), so theilt der 
Hauptkreis 4/7 das gegebene Fünfeck in zwei gleiche Theile. 

Hat das gegebene Vieleck mehr als fünf Seiten, so verfährt man 
auf ähnliche Weise. 

VI. Aufgabe „Eın gegebenes sphärisches Vieleck aus einem 
Punct, der in einer seiner Seiten gegeben ıst, durch einen Hauptkreis in 
zwei gleiche Theile zu theilen.” 

Die Aufgabe kann durch Hülfe von (V.) wie die Aufgabe (IV. 
durch Hülfe von (IIL.) gelöst werden. 

VII. Aufgabe. „Ein gegebenes sphärisches Dreieck 1) von ei- 
nem seiner Winkel aus, oder ?) von einem in einer seiner Seiten ge- 
gebenen Punct aus, durch Haupikreise, ın 4, 8, 16, ..... gleiche Theile 
zu theılen.” 

Der Fall (1.) erfordert nur eine wiederholte Anwendung der Auf- 


gabe (1.). Der Fall (2.) dagegen erfordert die Anwendung von (].) und 


(II). Soll z.B. das Dreieck ABC (Fıg. 9.) aus dem Punct D in vier 
gleiche Theile getheilt werden, so theile man dasselbe zuerst durch den 
Hauptkreis DE in zwei gleiche Theile, und hierauf theile man sowohl 
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das Dreieck DEC, als auch das Viereck DEBA, von D aus, in zwei 
gleiche Theile (I. und IIl.), so hat man die Forderung der Aufgabe erfüllt. 

Auf dieselbe Weise kann das Viereck u. s. w. getheilt werden. 

Da man einen gegebenen Winkel oder einen gegebenen Kreisbo- 
gen, durch Construction, nicht in drei gleiche Theile theilen kann, so 
kann auch das sphärische Dreieck durch blofse Construction nicht in 
drei gleiche Theile getheilt werden (7.) und (1... Wohl aber kann um- 
gekehrt ein gegebenes sphärisches Dreieck, blofs durch Construction, be- 
liebig vervielfacht werden (7.). 

VII. Aufgabe. ‚Von einem gegebenen sphärischen Dreieck ein 
Stück abzuschneiden, welches mit einem anderen gegebenen sphärischen 
Dreieck gleichen Flächeninhalt hat.” 

Es soll z.B. von dem Dreieck ABC (Fig. 13.) eın Stück abgeschnit- 
ten werden, welches mit dem Dreieck DE gleichen Flächeninhalt hat. 
Man verlängere 4E nach F hin, und verwandele das Dreieck BED in 
BEF (8, UL), desgleichen das Dreieck ABF in BG, so ist dieses Drei- 
eck ABG das verlangte abzuschneidende Stück (vergl. 8, VII.). 

Auf ähnliche Weise kann man von einem gegebenen sphärischen 
Vieleck ein Stück abschneiden, welches einen gegebenen Flächen- 


ınhalt hat. 


10. 

Ein sphärisches Dreieck, oder überhaupt ein sphärisches Vieleck, 
von einem in der Kugelfläche beliebig liegenden Punct aus, in zwei 
gleiche Theile zu theilen, sind einige Hülfssätze nöthig, die an einem 
anderen Orte im Zusammenhange vorgetragen und bewiesen, also hier 
nur kurz angedeutet werden sollen. Zum leichteren Verständnifs mögen 
die analogen Betrachtungen bei geradlinigen Figuren in der Ebene vor- 
angehen, weil zwischen beiden Betrachtungen eine auffallende Ueberein- 


stimmung Statt findet. 


11. 


I. Haben zwei geradlinige Dreiecke 45C und ZDE (Fig. 14.) 
einen gemeinschaftlichen Winkel 4 und gleichen Flächeninhalt, so ist 


bekanntlıch: 


AB.4dC = AD.AE. 











56 Steiner, Verwandlung und Theilung spharischer Figuren durch Construction. 


Ist das eine Dreieck gleichschenklig, z. B., ist 4D== 4E, so ist 


alsdann 
AB.AC = AD? — AF?. 


Nimmt man AB, = AB und zieht irgend einen Kreis M, der durch 
die Puncte B, und C geht, so ist die Potenz dieses Kreises (s. Bd. 1. 
$. 164. dieses Journals), in Bezug auf den Punct 4 gleich 4B,x AC=AD’; 
dieselbe Potenz ıst aber auch gleich dem Quadrat der aus 4 an den Kreis 
gelegten Tangente 47, d. i. = 47”, folglich it AF=AD=AE, 

Il. Es ıst ferner bekannt, dafs die Grundlinien BC, DE, ... aller 
Dreiecke 4bC, ADE, ..., welche einen gemeinschaftlichen Winkel 4 
und gleichen Flächeninhalt haben, von einer bestimmten Hyperbel, wel- 
che die Schenkel AD, AC des Winkels 4 zu Asymptoten hat, berührt 
werden, und zwar wird jede Grundlinie in ihrer Mitte berührt. Die 
Hauptaxe der Hyperbel halbırt demnach den Winkel 4, und der eine 
ihrer Scheitel liegt in der Mitte @ der Grundlinie DE des gleich- 
schenkligen Dreiecks DE. Daher folgt ferner, dafs der mit dem Ra- 
dus AD=AL=AT, aus dem Mittelpunet 4 beschriebene Kreis DFE7T 
die Axe /G im Brennpunct F' der Hyperbel schneidet. Wenn also das 
Dreieck ABC gegeben ist, so kann man, durch Hülfe des Kreises M, 
leicht den Scheitel @ und den Brennpunci F derjenigen Hyperbel fin- 
den, welche die Grundlinie BC berührt und die Seiten AB, AC zu 
Asymptuten hat. 

12, 

Auf den Eigenschaften (11.) gründet sich unter anderen die Auflö- 
sung folgender Aufgaben. 

I. Aufgabe. „Ein gleichschenkliges Dreieck zu construiren, wel- 
ches mit einem gegebenen Dreieck gleichen Flächeninhalt und den Win- 
kel an der Spitze gemein hat.” 

Die Auflösung dieser Aufgabe ergiebt sich sehr leicht aus (11, 1.). 

II. Aufgabe. „Ein Dreieck zu construiren, welches mit einem 
gegebenen Dreieck gleichen Flächeninhalt und den Winkel an der Spitze 
gemein hat, und dessen Grundlinie durch einen gegebenen Punct geht.” 
Oder, was dasselbe ist: 

„Aus einem gegebenen Punct eine Gerade so zu ziehen, dafs sie 
mit zwei zegebenen Geraden, welche mit dem Punct in einer Ebene 
liegen, ein Drei.ck bilde, dessen Flächeninhalt gegeben ist.” 


Es 











- 
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Es seı ABC (Fig. 15.) das gegebene Dreieck und P der gege- 
bene Punct. 

Nach (11,11.) folgt, dafs die Aufgabe einerlei ıst mit folgender: 

„Aus einem gegebenen Puncte P an eine Hyperbel, deren Asymp- 
toten AC, AB, nebst einer Tangente BC, gegeben sind, eine Tangente 
zu legen.” 

Die Aufgabe wird demnach, wie folgt, gelöset. 

Man mache A/B, = AB, lege durch die Puncte B,, ©, einen beliebi- 
sen Kreis B,7C, an diesen aus 4 die Tangente /7', und beschreibe mit 
derselben aus 4 den Kreis ZEFDF,, welcher die Hauptaxe FF der 





Hyperbel in ihren Brennpuncten F, F, schneidet, und dessen Sehne DE 
derselben Axe in ihrem Scheitel @ begegnet. Mit der Hauptaxe G,6G 
— 2AG beschreibe man aus F\, den Kreis P0,P,, und aus P den Kreis 
FOP,, verbinde den Durchschnitt ( beider Kreise mit dem Brennpunct 
F, und fälle auf diese Gerade OF aus P das Perpendikel PO, so ist die- 
ses Perpendikel die gesuchte Tangente, und leistet folglich der obigen 
Aufgabe Genüge, d. h., sie schneidet ein Dreieck 74/74 ab, welches mit 
dem gegebenen Dreieck ABC gleichen Flächeninhalt hat. Ebenso ist 
das aus P auf die Gerade FO, gefällte Perpendikel PO, 77,7, eine Tan- 
sente an die Hiyperbel, und schneidet ein Dreieck ZH ,T, ab, welches mit 
dem gegebenen Dreieck ABC gleichen Flächeninhalt hat. 

IM. Aufgabe. „Wenn in einer Ebene ein Dreieck und irgend 
seben ist, so soll man aus diesem Puncte eine Gerade so 
ziehen, dafs sie die Fläche des Dreiecks ın zwei gleiche Theile theilt.” 


eın Punct ge 


Man ziehe aus den Winkeln nach den Mitten der gegenüber lie- 
senden Seiten des gegebenen Dreiecks ABC (Fig. 16.) die Geraden 44,, 
BB,, CC,, von denen bekanntlich jede das Dreieck halbırt, und die ein- 
ander in einem und demselben Puncte S$ schneiden, und die Ebene in 6 
unendliche Winkelräume theilen. Befindet sich nun der gegebene Punct, 
z. B., in dem Winkelraum 450,, wie P, so ziehe man die Gerade PDE 
so, dafs das Dreieck DEZ mit dem Dreieck BCC, gleichen Flächenin- 
halt hat (1I.), so ist der vorgelegten Aufgabe Genüge gethan. 

Liegt der gegebene Punct ? auiserhalb des gegebenen Dreiecks, so 


& 


läfst die Aufgabe rur eine Auflösung zu; liegt er aber innerhalb des- 


selben, so sind eine, zweı und höchstens drei Auflösungen möglich. 


Crelle’s Journal. IL Dd. 1. !ift, n 
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Denn aus (11,11.) folgt, dafs von allen möglichen Geraden, welche das 
Dreieck halbiren, jede eine von drei bestimmten Hyperbeln berührt, 


welche die Seiten des Dreiecks zu Asymptoten haben. 


IV. Aufgabe. ‚Aus einem ın der Ebene eines gegebenen Drei- 
ecks willkürlich angenommenen Punct eine Gerade so zu ziehen, dals 
sıe die Fläche des Dreiecks nach einem gegebenen Verhältnifs theılt.” 

Diese Aufrabe wird, wıe dıe vorige, auf (ll.) zurückgeführt. 

V. Aufgabe. „Wenn in einer Ebene ein Viereck und irgend 
ein Punet segeben ist, so soll man aus dem Punct eine Gerade so zie- 
hen, dafs sie das Viereck 1) halbırt, oder 2) nach irgend einem gegebe- 
nen Verhältnifs theilt, oder 3) von demselben ein Stück von gegebener 
Gröfse abschneidet.” 

Es seı ABCD (Fig. 17.) das gegebene Viereck und P der gegebene 
Punct. Für den I nu Ds !bire man das Viereck durch die Gerade 
CC, aus dessen Winkel C, Bo ziehe hierauf die Gerade PFG so, daß 


N 


das Dreieck FGE mit dem Dreieck C,CE gleichen Flächeninhalt hat 
(H.), so genüst sie der Aufgabe. Hätte man das Viereck durch die Ge- 
rade #4, (statt CC,) u zwei gleiche Theile getheilt, so müfste man zu- 
erst durch die Gerade P/FH ein Dreieck ZDH abschneiden, welches mit 
ADA, gleichen Flächeninhalt hätte, und dann noch das Dreieck PCH 
in das Dreieck PÜG verwandeln, wozu man //G mit PC parallel zıe- 
hen müfste. 

Is ıst also nicht gleich bequem, von welchem Winkel aus man 
das Viereck zuerst theilt. Um dieser Schwierigkeit auszuweıchen, und 
um zum Voraus entscheiden zu können, welchen zweı Seiten des Viıer- 
ecks die zu ziehende Theilungslinie (PG) begegnen werde, ziehe man 
zuerst aus den Winkeln des Vierecks die vier Geraden 44,, BB,, CC,, 
DD,, von denen jede dasselbe in zwei gleiche Theile theilt, so läfst sich 
alsdann auf ähnliche Weise, wie (l1l.), erkennen, welche der vıer Theı- 


lungen man zu wählen habe, und welchen zwei Seiten die Theilungslinie 
PG begegnen werde. 
Bei den Fällen (2.) und (3.) verfährt man auf ähnliche Weise. 
Diese Art von Aufgaben lassen sich auch auf die Vielecke ausdeh- 
nen und werden auf ähnliche Weise gelöset. 
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15. 

Die Betrachtungen (11. und 12.), über geradlinige Figuren ın der 
Ebene, finden nun, wie oben bemerkt (10.), auf analoge Weise bei den 
sphärischen Figuren statt, nemlich wie folgt: 

I. Haben zweı sphärische Dreiecke ABC, {DE gleichen Flächen- 
inhalt und einen Winkel 4 gemein, so ıst bekanntlich (Legendre, 
elemens de geom. Anmerk, X.): 

tgz AB. ig; AC = 183 AD 15, AE. 

Ist das eine Dreieck gleichschenklig, z.B. ıst AD = AE, so ist: 

ts3 AB.tgz AC = tg; AD? = tg; AR°. 

Nimmt man AB, = AB (Fig. 14., wo man sich unter jeder Gera- 
den einen Hauptkreis der Kugel denken mußs), und legt durch die Puncte 
B und € irgend einen Sphärenkreis M, und an diesen aus 4 die Tan- 
gente 47, so ıst, — da der Satz von der Potenz beı Kreisen ın der Ebene 
(11,J.) auf ähnliche Weise bei Kreisen auf der Kugelfläche gilt, nem- 
lich, dafs für alle, aus demselben Punct 4 durch den Kreis 7 gezogenen 
sphärischen Secanten 4B,C, das Product tgz 4B,.tg3 4C constant bleibt *), 
welches an einem andern Orte bewiesen werden wird, und leicht zu be- 
weisen ist —: 


'g 


AB,.tg3AC = 183 AT” = 1844D°, 


nm 


und folglich 

AT= 4D=AE, 
das heifst: „die sphärische Tangente #7" aus dem Winkel / an den Kreis 
M ist gleich der Seite 4D oder AE des gleichschenkligen Dreiecks ADE, 
welches mit dem Dreieck ABC gleichen Flächeninhalt hat.” 

II. Ferner werden wir an einem anderen Orte beweisen, dafs die 
Grundlinien BC, DE,.... (Fig. iS$.) aller sphärischen Dreiecke ABC, 
ADE, ...., welche gleichen Flächeninhalt und einen Winkel 4 ge- 
mein haben, von einem sphärischen Kegelschnitt (die Durchschnittscurve 
der Kugelfläche mit der Fläche eines Kegels zweiten Grades, dessen 
Scheitel im Mittelpunct der Kugel liegt) berührt werden, und zwar, dafs 
jede Grundlinie in ihrer Mitte ‚berührt wird; dafs ferner die Hlaupt- 
axe AG des sphärischen Kegelschnitts den gemeinschaftlichen Winkel 





*) Ebenso findet die Eigenschaft zweier Kreise in der Ebene, welche wir ihre gemein- 
schaftliche Potenz genannt haben (I. Band, Seite 175. dieses Journals), auf analoge WVeise bei 


zwei Kreisen auf der Knge] statt, 


gt 
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Denn aus (11,11.) folgt, dafs von allen möglichen Geraden, welche das 
Dreieck halbiren, jede eine von drei bestimmten HHyperbeln berührt, 
welche die Seiten des Dreiecks zu Asymptoten haben. 

IV. Aufgabe. „Aus einem ın der Ebene eines gegebenen Drei- 
ecks willkürlich angenommenen Punct eine Gerade so zu ziehen, dafs 
sie die Fläche des Dreiecks nach einem gegebenen Verhältnifs theılt.” 

Diese Aufxabe wird, wie dıe vorige, auf (ll.) zurückgeführt. 

V. Aufgabe. ,„Wenn in einer Ebene ein Viereck und irgend 
ein Punct segeben ist, so soll man aus dem Punct eine Gerade so zıe- 


hen, dafs sie das Viereck 1) halbırt, oder ?) nach irgend einem gegebe- 


. \ 
fi \ 


nen Verhältnifs theilt, oder 3) von demselben ein Stück von gegebener 
Gröfse abschneidet.” 

Es seı ABCD (Fig. 17.) das gegebene Viereck und P der gegebene 
Punct. Für den Fall (1.) halbire man das Viereck durch die Gerade 
CC, aus dessen Winkel ©, und ziehe hierauf die Gerade PFG so, dafs 
das Dreieck FGE mit dem Dreieck (CE gleichen Flächeninhalt hat 
(IL), so genügt sie der Aufgabe. Hätte man das Viereck durch die Ge- 
rade #4, (statt CC,) ıu zwei gleiche Theile getheilt, so müfste man zu- 
erst durch die Gerade P/IH ein Dreieck ZDH abschneiden, welches mit 
ADA, gleichen Flächeninhalt hätte, und dann noch das Dreieck PCH 
in das Dreieck PÜG verwandeln, wozu man J/G mit PC parallel zıe- 
hen müfste. 

Es ıst also nicht gleich bequem, von welchem Winkel aus man 
das Viereck zuerst theilt.e Um dieser Schwierigkeit auszuweichen, und 
um zum Voraus entscheiden zu können, welchen zweı Seiten des Viıer- 
ecks die zu ziehende Theilungslinie (PG) begegnen werde, ziehe man 
zuerst aus den Winkeln des Vierecks die vier Geraden /4,, BB,, CC,, 
DD,, von denen jede dasselbe in zwei gleiche Theile theilt, so läfst sich 
alsdann auf ähnliche Weise, wie (Ill.), erkennen, welche der vier Theı- 


lungen man zu wählen habe, und welchen zwei Seiten die Theilungslinie 
PG begegnen werde. 
Bei den Fällen (?2.) und (3.) verfährt man auf ähnliche Weise. 
Diese Art von Aufgaben lassen sich auch auf die Vielecke ausdeh- 
nen und werden auf ähnliche Weise gelöset. 
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15. 

Die Betrachtungen (11. und 1\}.), über geradlinige Figuren ın deı 
Ebene, finden nun, wie oben bemerkt (10.), auf analoge Weise bei den 
sphärischen Figuren statt, nemlich wie folgt: 

I. Haben zweı sphärische Dreiecke ABC, /DE gleichen Flächen- 
inhalt und einen Winkel 4 gemein, so ıst bekanntlich (Legendre, 


elemens de geom. Anmerk, X.): 


/ 


tgz AB. ig; AC = 183 AD 19, AE. 

Ist das eine Dreieck gleichschenklig, z.B. ıst AD = AL, so ıst: 

tg3 AB.tg3 AC = tg; AD? = tg; AR°. 

Nimmt man AB, = AB (Fig. 14., wo man sich unter jeder Gera- 
den einen Hauptkreis der Kugel denken mufs), und legt durch die Puncte 
B und € irgend einen Sphärenkreis M, und an diesen aus 4 die Tan- 
gente 47, so ist, — da der Satz von der Potenz beı Kreisen in der Ebene 
(11, J.) auf ähnliche Weise bei Kreisen auf der Kugelfläche gilt, nem- 
lich, dafs für alle, aus demselben Punct 4 durch den Kreis M gezogenen 
sphärischen Secanten 4B,C, das Product tg3 ZB,.tg3 .4C constant bleibt *), 
welches an einem andern Orte bewiesen werden wird, und leicht zu be- 
weisen ist —: 


'g 


AB,.tg1AC = t54AT° = 1g14D°, 


N" 


und folglich 

AT=AD=ÄAE, 
das heifst: „die sphärische Tangente #7" aus dem Winkel / an den Kreis 
M ıst gleich der Seite 4D oder 4E des gleichschenkligen Dreiecks ADE, 
welches mit dem Dreieck ABC gleichen Flächeninhalt hat.” 


II. Ferner werden wir an einem anderen Orte beweisen, dafs die 
Grundlinien BC, DE,.... (Fig. 18.) aller sphärischen Dreiecke 4BC, 
ADE, ...., welche gleichen Flächeninhalt und einen Winkel 4 ge- 
mein haben, von einem sphärischen Kegelschnitt (die Durchschnittscurve 
der Kugelfläche mit der Fläche eines Kegels zweiten Grades, dessen 
Scheitel im Mittelpunct der Kugel liegt) berührt werden, und zwar, dafs 
jede Grundlinie in ihrer Mitte ‚berührt wird; dafs ferner die Ilaupt- 
axe AG des sphärischen Kegelschnitts den gemeinschaftlichen Winkel 





*) Ebenso findet die Eigenschaft zweier Kreise in der Ebene, welche wir ihre gemein- 
schaftliche Potenz genannt haben (I. Band, Seite 175. dieses Journals), auf analoge WVeise bei 


zwei Kreisen auf der Kugel statt, 


gt 
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A halbırt, und einer ıhrer Scheitel in der Mitte G der Grundlinie DE 
des gleichschenkligen Dreiecks ZDE liest; dafs der mit der Seite AD 
dieses Dreiecks aus 4 beschriebene Sphärenkreis DFEF, der Axe in 
den Brennpuncten F\, 7%, des Kegelschnitts begegnet; dafs, wenn f der 
Gegenpunct von F,, mithin 4,f=AF ist, der Kegelschnitt, in Bezug 
auf die beiden Brennpuncte F, F,, hyperbolische, dagegen, in Bezug auf 
die beiden Brennpuncte F, f elliptische Eigenschaften hat, d. h., dafs für 
jeden Peripheriepunct / des Kegelschnitts sowohl der Unterschied der beiden 
Bogen /F\—IF, als auch die Summe der beiden Bogen ZF’-+ If constant ist, 
nemlich ersterer =24G=GG,, und letztere=@G,%; dafs endlich die Tan- 
gente B/C den Winkel FIT, der Leitstrahlen halbirt, und dafs überhaupt 
das Verfahren, an einen sphärischen Regelschnitt eine Tangente zu legen, 
demjenigen beı den ebenen Kegelschnitten ganz und gar analog ist. 
Die beiden Hauptkreise 4C4, und 4BA, kann man, wegen der 
Uebereinstimmung ılırer hier angegebenen Eigenschaft, ın Bezug auf den 
sphärischen Kegelschnitt, mit den Asymptoten, ın Bezug auf die Hyper- 
bel (11, 1.), spärische Asymptoten des sphärischen Kegel- 


sehnitts nenaen *). 





*%) \Vir fügen hier kürzlich noch folgende Resultate hinzu, die mit den obigen Sätzen im Zu- 
sammenhanzge sind, aber aufser dem Zwecke dieser Abhandlung liegen. 


] 


l. „Die Polarfgur eines sphärischen Kegelschnitts ist ebenfalls ein sphärischer Kegelschnitt, 


. . . r . . 1} . r r . 
d. h., zieht man in einem Peripheriepunct I des gegebenen sphärischen Kegelschnitts die sphä 
rische Normale /K, und nimmt IX = einem Quadranten, so ist der Ort des Puncts K ebenfalls 


die Peripherie eines bestimmten Kegelschnitts, und zwar ist IK zugleich auch die sphärische Nor- 
male auf denselben im Puncte Ä. Ferner haben die beiden sphärischen Kegelschnitte folgende Be 
ziehungen zu einander: \WVenn sie beide als sphärische Ellipsen angesehen werden, so haben sie 
denselben Mittelpunct $, ihre sphärische Axen liegen in denselben Hauptkreisen ASA,, LSL,, 
und zwar liegt die kleine Axe der einen sphärischen Ellipse mit der grofsen Axe der andern im 
»leichen Hauptkreise, und die Summe zweier solcher zusammen gehöriger Axen ist einem halben 
Hauptkreise gleich; und endlich sind die Brennpuncte des einen sphärischen Kegelschnitts die Pole 
les andern.” 


der Asymptoten « 


Aus diesem Satze folgt mit andern Worten der folgende : 

II. „Fället man aus einem beliebigen Puncte k, Lothe auf die Ebenen, welche einen gegebe- 
nen Kegel k zweiten Grades berühren, so liegen alle Lothe zusammen in einer andern Kegelfläche 
AR, desselben Grades. Sind 2« und 2b der gröfste und kle'nste Winkel am Scheitel des Kegels K 
(die Axen- Winkel), und 2a,, 2b, dasseibe für den Kegel K,, so ist 2a +2b, =2a, +2b=2R, 


« 


und sowohl die beiden Axen- Winkel 22, 2b, als 25, 2a, liegen in einer und derselben Ebene. 


\Verden diese beiden Axen - Ebenen zu Coordinaten - Ebenen genommen, so Ist die Gleichnne des 


Kegeis A, wenn dessen Scheitel K der Aufangspunct ist: 


= 


y?iga? + x?2tgb? — z?.1ga?,tgb2, 
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14. 

Aus diesen angedeuteten Sätzen und Bigenschaften (13.) ergeben 
sich die Auflösungen vieler sphärischen Aufgaben, z. B. der folgenden: 

I. Aufgabe. „Ein gegebenes sphärisches Dreieck in ein gleich- 
schenkliges zu verwandeln, welches mit ıhm den Winkel an der Spitze 
gemein hat.” 

Die Auflösung ergıiebt sıch aus (13, 1.). 

II. Aufgabe. „Ein gegebenes sphärisches Dreieck in ein anderes 
zu verwandeln, welches mit ıım den Winkel an der Spitze semein 
hat, und dessen Grundlinie durch einen gegebenen Punct geht.” 

Die Auflösung dieser Aufgabe gründet sich auf (13, Il), und ist mit 
(12, 11.) analog, so dafs letztere für die gegenwärtige Aufgabe wörtlich 
übertragen werden kann. 

II, Aufgabe. „Ein gegebenes sphärisches Dreieck durch einen 
Hauptkreis, der von einem auf der Kugel gegebenen Punct ausgeht, in 
zwei gleiche Theile zu theilen.” 

Die Auflösung ist analog mit (12, HL), nur dafs beim sphärischen 
Dreieck die Haupikreise, welche dasselbe von seinen Winkeln aus hal- 
biren, nicht durch die Mitten der gegenüberliegenden Seiten zehen, wie 
beim geradlinigen Dreieck, sondern nach (9, I.) construirt werden müssen. 

IV. Aufgabe. ‚Von einem gegebenen sphärischen Dreieck durch 


einen Hauptkreis, der durch einen gegebenen 


p, 


unet gehi, ein Stück ab- 





und die Gleichung des Kegels X,, wenn dessen Scheitel k, zum Anfangspunct genommen wird, ist 


2 2 
. Pr} 


33 + 1852 = igad.tgbe' 

Aus dem bekannten Satze (Correspondance sur l’ecole polytechnigue Tom. f, p. 179.): „dals 
der Ort der Durchschnittslinie zweier Ebenen, die zu einander senkrecht sind und die dnrch die 
Schenkel eines fixen Winkels gehen, eine Kegeliläche zweiten Grades ist, die den fixen Winkel zum 
kleinen Axen- Winkel hat;” oder mit andern Worten: „dais der Ort der Scheitel aller sphäri- 
schen Dreiecke über derselben Grundlinie, deren Winkel am Scheitel rechte sind, ein sphärischer 


Kegelschnitt ist, welcher die Grundlinie zur kleinen elliptischen Axe hat,” folgt nach (1.) folgen- 





der Satz: 

111. „Dafs alle Quadranten, wie z.B. BC (Fig. 18.), die man zwischen zwei gegebenen und 
fixen halben Hauptkreisen ABA,, AC4A, ziehen kann, zusammen von einem bestimmten sphäri 
schen Kegelschnitt GI/hgH berührt werden; ” oder mit andern Worten: „dafs alle mögliche Ebe- 
nen, von denen jede durch einen gegebenen Punct Ä in der Durchschnittslinie zweier gegebenen 
fixen Ebenen geht und diese so schneidet, dafs die beiden Durchschnittslinien einen rechten Win- 
kel bilden, zusammen einen bestimmten Kegel K zweiten Grades berrihren, dessen Scheitel in dem 


genannten Punct K liegt, und welcher zugleich auch die beiden fixen Ebenen berührt.’ 
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zuschneiden, welches mit einem anderen gegebenen sphärischen Dreieck 
gleichen Flächeninhalt hat.” 

Die Aufgabe läfst sich, vermöge (8, VII), auf (1I.) zurückführen. 

V. Aufgabe. „Ein gegebenes sphärisches Viereck durch einen 
Hauptkreis, der durch einen gegebenen Punct geht, in zwei gleiche Theile 
zu theılen.” 

: 2 Er » a 4! 
Die Auflösung ist analog mit (12, V.). U. s. w. 


23. 

Es mögen hier noch folgende zwei Aufgaben nebst einigen Bemer- 
kungen, dıe mıt (15.) ın Beziehung sind, ihren Platz finden. 

„Wenn auf der Kugel zwei Hauptkreise ABA, ACA, 
(Fig. 18.) und ırgend ein Punct Z/ gegeben sind, so soll man 
denjenigen Bogen BIC finden, 1) für welchen Z/B=[I(C, oder 
2) für welchen das sphärische Dreieck ZBC ein Minimum 
oder das sphärische Dreieck 4BC ein Maxımum ist.” 

Ein und derselbe Bogen erfüllt zugleich die Forderungen beider 
Aufgaben. Angenommen, es sei Bogen A/<{4,/. Man nehme /Y=1/A4, 
mache Winkel ZVNC=JAB, und ziehe aus dem Durchschnitt C der Bo- 
sen NC und AC den Bogen CIB, so genügt dieser beiden Aufgaben zu- 
gleich. Denn die beiden sphärischen Dreieke 4/B und NIC sind, ver- 
möge der gleichen Seiten 4/ und I und der daran liegenden gleichen 
Winkel, congruent, und daher ıst /2 = IC. Dafs ferner jedes andere 
Dreieck, wie z. B. £/B,C,, gröfser ıst als das sphärische Dreieck ABC, 
folgt eben so leicht. Denn dıe beiden sphärischen Dreiecke Z/BB, und 
/CC, sind, vermöge der gleichen Seiten ZB und ZJC und der daran lıe- 
senden gleichen Winkel, "congruent. Nun aber ist offenbar das sphäri- 
sche Dreieck ZCC,>JCC,, also auch das sphärische Dreieck ZCC, >J/BB, 
und folglich auch das sphärische AAB,C, > AABL. 

bemerkt man ferner, dafs der gefundene Bogen BC, nach (13, IT), 


in seiner Mitte Z von einem bestimmten sphärischen Kegelschnitt berührt 
wird, welcher die gegebenen Hauptkreise ABA, und 4CA, zu Asympto- 
ten hat, so folgt: „Dafs die vorliegende Auflösung zugleich lehrt, wie 
man durch Construction, in einem gegebenen Punct 7 an einen sphäri- 
schen Kegelschnritt eine Tangente BC legen kann, wenn nur die beiden 
Asymptoten desselben gegeben sind.” ,„Dafs sofort ferner auch die den 
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Kegelschnitt ım Scheitel G@ berührende Tangente DE, mithin auch die- 
ser Scheitel selbst, so wie endlich auch die Brennpuncte F\, F, oder f 
durch blofse Construction zu finden sind (13.)” U. s. w. Dieses alles 
findet bekanntlich auf analoge Weise bei der Hyperbel in Hinsicht ihrer 
Asymptoten statt. 
Zum Schlusse kann noch bemerkt werden, dafs sich aus dem Obi- 
sen der nachstehende bekannte Satz (Legendre, VII. Buch, 26. Satz): 
„dafs nemlich von allen sphärischen Dreiecken mit zwei gegebe- 
nen Seiten, dasjenige das gröfste sei, in welchem der Winkel zwi- 
schen den gegebenen Seiten so grofs ıst, als die Summe der beiden 
übrigen Winkel,” 
leicht beweisen lasse. Denn es seien AB und AC (Fig. 4.) die gegebe- 
nen Seiten. Man nehme AB als fixe Grundlinie an, und beschreibe mit 
AC aus 4 einen Kreis 4, und denke sich ferner durch die Gegenpuncte 
A, D, der Endpuncte der Grundlinie den Kreis M, der den Kreis 4 in 
C berührt, so ist, wıe aus dem Öbigen leicht folgt, das Dreieck ABC 
das gröfstmögliche mit den gegebenen Seiten AB und AC. Da ferner 
der Berührungspunct C mii den Polen der beiden genannten Kreise 4, 
M, ın einem Hauptkreise liegt, so fällt also im gegenwärtigen Falle der 
Pol M ın den Hauptkreis 4CA,, und daher hat man (4.): 
,=aı eo =«a+ , 


a+o,=b-+5b, 
a=b+e, 


und da 


so folgt: 


w. z. b. w. 


Berlin, ım März 1877. 
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Auflösung einer geometrischen Aufgabe. 
(Tom. ÄYII, p. 284. der Annales de mathem. von Gerzonne.) 


(Vom Herrn J. Steiner. ) 





Aufs abe. „Quelle est Vellipse la plus approchante du cercle que l’on 
puisse circonscrire a un quadrilatere donnd?” 


Autlösung. 1) Durch vier ın einer Ebene liegende Puncte kön- 
nen nur dann Ellipsen gelegt werden, wenn jeder Punct aufserhalb des 
Dreiecks liegt, welches durch die drei übrigen bestimmt wird. 


2) Alle Regelschnitie, weiche durch die nemlichen vier Puncte 
gehen, haben zusammen eın System conjugirter Durchmesser, welche 
mit einander paraliel sind. 


3) Von allen Paaren conjugirter Durchmesser einer Ellipse bilden 
die beiden gleichen unter sıch den kleinsten Winkel, und 


4) Die Ellipse komm'* dem Kreise um so näher, je mehr sıch das 
Verhältnifs ihrer Axen der Einheit, oder je mehr sich der Winkel ıhrer 
gleichen conjugirien Uurchmesser dem rechten Winkel nähert, weil, 

art. 10% 


wenn «, b die Axen und & der Winkel der senannten Durchmesser der 


b 


Rllıpse ıst, — —=1tg 


el ıst. 
104 2 a 


De 


- 


5) Daraus folgt, „dafs dıe gesuchte Ellipse dıejenige ist, 
deren gleiche conjugirte Durchmesser zu dem System der 


1 
i 


parallelen Durchmesser (?.) gehören.” Denn beı jeder anderen 


Ellipse, bei welcher die beiden conjugirten Durchmesser, die zu dem 
Parallelsystem gehören, nicht gleich sind, bilden die beiden gleichen 
conjugirten Durchmesser einen kleineren Winkel als jene (3.), und folg- 


lich weicht die Eilipse mehr vom Kreise ab (4.) als die genannte. 


Zu dem vorhin angeführten bekannten Satze, über die parallelen 
conjugirten Durchmesser, lassen sich folgende Zusätze hinzufügen. 


Alle 
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Alle Kegelschnitte, welche durch vier gegebene Puncte gehen, ha- 
ben ein System conjugirter Durchmesser, dıe parallel sınd, und ihre Mit 
telpuncte liegen in der Peripherie eines anderen bestimmten Kegelschnitts 
K. Dieses ıst bekannt. 


Da nun, wenn die vier Puncte die in (1.) angegebene Lage haben, 
unter der Schaar Kegelschnitte, welche durch dieselben gehen, sich ım- 
mer zwei Parabeln befinden, und da ferner bei der Parabel von irgend 
zwei conjugirten Durchmessern immer der eine mit der Axe parallel 
ist, so folgt, dafs die Axen der beiden genannten Parabeln mit den, zu 
dem Parallelsystem gehörigen conjugirten Durchmessern parallel sind; 
und da der Mittelpunct der Parabel unendlich weit entfernt ıst, so folst 
ferner, dafs der genannte Kegelschnitt Ä nothwendig eine Hyperbel ist, 
deren Asymptoten mit den Axen der beiden Parabeln parallel sein müs- 
sen. Daher folgt: 


„Dafs alle Kegelschnitte, die durch vier gegebene 
Puncte gehen, welche die ın (1.) angegebene Lage haben, 
ein System conjugirter Durchmesser haben, die parallel 
sind, und dafs ihre Mittelpuncte ın einer bestimmten IH y- 
perbel liegen, deren Asymptoten ebenfalls mit jenen con- 
jugirten Durchmessern parallel sind. 


Berlin, ım Maı 1527. 


Crelle's Journal. II, Bd. 1. Hit. 0 
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pi 
De residuis cubicis Commentatio numerosa, 
(Auct. Dr. J. G. D. Jacobi Regiom. ) 





L I. 
1 heorema fundamentale de residuis quadraticıs postquam pluribus de- 
monstrationibus egregiis comprobaverat, Cl. Gaufs, iam ex longo tem- 
poris intervallo, de residuis cubicis et biquadraticis quaestionem moverat, 
nec non quae ea de re theoremata struxerit, communicaturum se cum 
arıthmeticis pollicitus est. Ante biennium fere Vir ılle Clarissimus 
commentationem primam de residuis biquadraticis conscriptam societati 
Goltingensi tradidit, quae tamen dıu desiderata nondum lucem vidit. 
ravıter ferant arıthmetici moram, ipse praecıpua, quae 


D 


Quam ne nımis & 

ıbı adornaverat, theoremata iam tum temporıs publicı ıuris facere vo- 
luit (vid. Göttinger gelehrte Anzeiger Vol. I. A. 1725.). Versari compe- 
riımus ea iheoremata cum in alııs rebus gravissimis tum in explorandis 
indiciis, quibus cognoscatur, numerum 2 datı numeri primi esse resi- 
duum biquadraticum. Equidem dum ad egregia Vıiri inventa probe in- 
tellisenda anımum bene praeparatum esse volebam, hisce quaestionibus 
intentus casu, ut fit, in methodum satis generalem incidi, cuius ope plu- 
rima de residuis dignitatum theoremata ınvestigare, vel undecunque 
cognita comprobare posse mihi videor. Cuius ope eruta de residuis cu- 


hicis theoremata fundamentalia arıtlımeticıs ıam proponam. 


7 


Quaestio de residuis dıgnıtatum gravissima in eo maxime versa- 


tur, ut proposito numero 9 omnes numer: prımı > formae Ar-1 as- 





sıgnandı sint tales, ut congruentia a"=g (mod. p) resolvi queat, sive, 


re 


quod idem est, ut sit 9° = 1 (mod. p); quo casu dicetur, numerum g 
esse residuum A dignitatis, respectu numeri prımı 2. StA=3 sive 
p formae 32--1, notum est (v. Disquis. Ar., Sectio ult.), semper eius- 


modı numeros ZL, M eosque unico tantum modo assıgnari posse, ut sit 


LLE+N7MM=4p. Numerum g ın theorematibus fundamentalibus pro- 
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ponendis et ipsum primum statuemus; distinguendum autem nobis est 
inter casum, quo g erit formae 624-1, et casum, quo 9 formae 62— 1. 
Casu primo, quo g formae 62-41, notum est, semper resolvi posse con- 
gruentiam x +3 =0 (mod. 9). Quibus positis, proponamus theorema 
sequens genuina forma, qua inventum est — varie enım transformare 
lıcet hoc et alterum —: 

Theorema I. ,„Sint et p et y numeri primi formae 6r +1, sit 
4p—=LL-+?27MM, sit porrro x +3=0 (mod.g): erit 9 residuum cubi- 


j (L+53M«) .+-5M 

- . . > 4 . LT) . . . Ä > 

cum, respectu numerı prımi >, quotıes 1 sive etiam —— 
’ R 2 L—5Mx 


residuum cubicum respectu numerı prımi 9; sın minus, non erit.” 








3. 

Altero casu, quo 9 formae 62—1, theorema fundamentale longius 
repetendum erit. Eo enım casu confugiendum est ad iheoriam prorsus 
novam, nempe ad considerationem radıcum ımaginarlarım congruentia- 
rum. Casu nostro, quo 9 formae 62—1, notum est, congruentiam "== 1 
(mod. g) duas tantum habere radices reales + 1, at religuas, quarum py—1 
numerus, sub forma imaginarıa a+dy—3, ubı aa + 3bb=1 (mod. 7) 
assignare licet omnes. Nec non inter eas rursus radıces prımitiıvas 
distinguere licet, quarum ıdem numerus est alque numerorum numero 
94-1 minorum et ad ıpsum 9-1 primorum. De quibus et ıpsıs valet, 
quod de radicibus primitivis vulgo dictis, ut radıces congruentiae omnes 
tamenam unius radicis primitivae dignitates repraesentarı possint. Mo- 
dum eiusmodi congruentiae radices exhibendi expeditissmum alıbı tra- 
dam; adnotabo tantummodo, ubi + 1= mn, atque r radıx primitiva 
congruentiae »7t"=1 (mod. 9), fieri congruentiae x" =1 (mod. y) radı- 
> Ye WE „EEE RE 

g+ 

Jam omnes radices congruentiae x ’==1ı (mod. 9), quippe quı sunt 
cubi radicum congruentiae x't+=1 (mod. 9), denominemus in sequenti- 
bus residua eubıca numeri primi 9. Quibus positis, theorema sequens 
enuntiare licet. 

Theorema 1l. ,„Sıt > numerus primus formae 62-1, atque 
4p = LL+ MM; sit porro 9 numerus primus formae 62 —i: eritg 





' ’ , Zune . 1-4 MV —3 } 
residuum cubiıcum numerı prımı 2, quotıes est T v5 residuum 
a FR — 


cubicum numeri prımi 9; sin minus, non erit.” 


J) ir 
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3. 
Haec duo theoremata fundamentalia tamquam primae linear theo- 
riae residuorum cubicorum amplissimae consideranda sunt. 


Eorum ope 
adornarı poterit tabula, cuius initium hic exhibemus: 


g | Congruentiae conditionales respectu moduli q, ut sit gR.C. moduli p; (dp=LL+27MM) 











MMO 

3!M=0 

> L=e0; Mz=0 

AL=0; M=o 

11 L= 0; M=z20; L=+4M 

133) L=0; M=0; L=+M 

17\L=0; M=0; L=z+3M 
L=+9M 

19i Lo; M=0; L=+3M 
L=+9H 

23] Z=0; M=0; L=+ SM; L=+2M 
L=+11M 

29|L=0; M=0o; L=+ M; L=+11M 
L= FIR L=»+13M 

31] Z=0; M=0o,;, L=+5M; L=+ 6M 
L=+7M L=+11M 

7) Z=0; M=0;, L=+3M;, L=+ 7M,;, L=+8M 
L=+9M L=*+12M 

eic. etc, 


Ubi e congruentiis, quas conditionales dıximus, una alıqua locum habet, 


Con- 


erıt 9 residuum cubicum numeri prımı P5 sin minus, non erit. 


: +1 . u N z 
sruentias eas, quarum numerus I, ıta dısposuimus, ut bınarum 
„ut, 

L=+5M, - 


‚coefficientes @, 5 in se ducti fiant *%*”7 (mod. 7). ÜUbı singulae inve- 
niuntur, quod semper fit, ubi g est formae 12r2+1, erat coefficientis 
quadratum —= 27 


(mod. 9). 
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Additamentum. Cl. Gaufs loco laudato (Götting. gel. Anz.) 
theorema egresium annunciavit sequens: 
„Sit p numerus primus —=4%&-+1, atque resolvatur ın duo qua- 


drata ee-+f/, designante ee quadratum impar, ff quadratum par, fore 
+ e resıduum minimum (quod inter —$p et +57 continetur), numerı 





I [) I: 2 (k K  : u . ° RE 
4. + N r = Fe „> per p divisı; hoc insuper resıduum mını- 


mum per 4 divisum semper residuum —+ ı relinquere; ıta ut sıt aut nu- 
merus negativus formae — (42-5), aut positivus formae 4n + 1.” 


Cuius insignis theorematis demonstrandi periculum faciens, in fon- 
tem uberrimum incidi, e quo inter alıa et demanare sequentia tlheore- 


mata vidı, ıllıus simillima: 





„Sit  numerus primus =3n--1, ac ponatur, quod fieri posse 

constat, 4> = LL + %7 MM: erit ZL residuum minimum numerı 
n—-1)(n+-2)....2n ru . a oa 

PB. 7 x E ——, per p divisı, quod residuum per 3 dıvisum sem- 


per relinquet + 1 residuum.” 


„Sit p numerus primus = 7n + 1, ac ponatur, quod lıcet, 





p=LL-+7MM, erıt L residuum minimum numerı 

/% } 1)(2 2) 9 
‚, Cr rDRen+2).... In nu unit 2 Dit 
A —, per p dıvisı, quod residuum per 7 divisum 


semper relinquet + 1 resıduum. 


D. 22. m. Junii, a. 1827. 














0 Horn, über Keradotden. 


8. 
Von den Heradoiden oder Spirallinien doppelter 
Krümmung. 
(Vom Herın W, Horn.) 





R Dasch dıe Umdrehung einer beliebigen, mittelst ihrer rechtwinkli- 
gen Coordinaten x und y= fx gegebenen Curve SB um ihre Axe SC, 
sei der Körper BSPFE (Fig. 19.) erzeugt. Die Länge eines, der Abscisse 
x entsprechenden Bogens dieser Curve werde durch Fx ausgedrückt. 
Für eine beliebige bekannte Abscisse SV==c, sei die zugehörige Ordinate 
NH=fce=r, so wird dieselbe bei der Rotation einen Kreis HAPI be- 
schreiben, dessen Umfang = 2r7 ist. Man nehme in der Peripherie die- 
ses Kreises ırgend einen Punct # als Anfangspunct, und beliebige 
andere Puncte ?, p an, und lege durch diese Puncte und die Axe SC, 
Ebenen, welche dıe gewölbte Oberfläche des Körpers in den Curven SAE, 
SPF, Spf schneiden, die der Curve SHB congruent sind und welche 
Meridiane heilsen sollen. 

Ferner sei eine zweite beliebige Curve «8 durch die rechtwinkli- 
gen Coordinaten Z und ®z gegeben, auch ein Paar Coordinaten « und b 
— Du derselben bekannt. 


re) 
ses HHAPI so an, dafs AP:2r»= = Dz:b, oder, wenn W die Länge des, 


Nımmt man nun belıebire Bogen ZP ın der Peripherie des Krei- 


dem Centriwinkel ANP entsprechenden Bogens, für den Halbmesser — 
5 But: 
rb:arz = Dz:b 

ist, und trägt auf dem durch P gehenden Meridiane SPF, die Länge der 
zu ©z gehörigen Abscisse z von S nach M, so dafs, wenn die zum 
Puncte M der Curve SPM gehörige Abscisse SO =x gesetzt wird, x 
— z ist, so ist der Punct M ein Punct in einer Curve von doppelter 
Krümmung, die sich spiralförmig um das durch SB erzeugte Konoid 
oder Sphäroid windet, und die {ihrer Aehnlichkeit mit der Gestalt der 


Widderhörner wegen) Keradoide heifsen soll. 
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Der Kreis 7API soll Grundkreis, S Pol der Keradoide, der 
Winkel ANP=\ Polarwinkel, und der Bogen SPN=Fx=z Polar- 
abstand des Punctes M, der Bogen AP Abscisse und der Bogen PM 
Ordinate des Punctes Min der Keradoide, endlich die Ebene CSB, durch 
deren Rotation der Grundkörper entstand, erzeugende Ebene, und die 
Curve «ß erzeugende Linie heifsen. 

2. Gleichung der Keradoide. 

Aus obiger Proportion rb:arz = Dz:b folgt: 





In.Qpz Ir 
ll. v = IE — Z,0(Fr). 
LE = DR.) 
(Man sieht aus dieser Gleichung, dafs die Entfernung des Grundkreises 
vom Pole, welche oben = e gesetzt wurde, ganz willkürlich ist, und 


auf die Gleichung der Keradoide gar keinen Einflufs hat, da der Halb- 
messer r—fc des Grundkreises herausfällt.) 


3. Zusatz. Man stelle sich unter E die beliebig erweiterte Ebene 
des Grundkreises vor, unter E’ die darauf senkrechte, durch 4 und die 
Axe SC gelegte Ebene, und unter ZE’ eine ebenfalls durch die Axe ge- 
legte Ebene, welche sowohl auf E als auf E’ senkrecht ist, so ist der 
Abstand eines Punctes M der Keradoide 

vnä,=x-— c; 
I‘ a . ! . Ir / 
von EL, =y.snV = fxr.sın T .O(Fx)); 
i al In 
und von E', == y.cos — fx.c0s(".P(F2)); 
wodurch die Lage von M ebenfalls völlig bestimmt ist. 


4 An einem beliebigen Puncte M der Keradoide eıne 
Tangente zu zıehen. 

Man stelle sich in M eine Tangente MP der Curve SPM vor, 
welche die Ebene des Grundkreises in 9 schneidet, desgleichen ebenfalls 
in MT eine Tangente MR des durch M gelegten, mit dem Grundkreise 
parallelen Kreises ML. Legt man durch beide Tangenten eine Ebene, 
so ıst dieselbe eine Berührungsebene der gewölbten Oberfläche des Ko- 
noids ım Puncte M, welche die Ebene des Grundkreises in der geraden 
Linie ZQ schneidet, die mit RM parallel und folglich auch auf MP in 
Q senkrecht ist. In dieser Berührungsebene muls die Tangente M7' der 
Keradorde am Puncte M liegen, und man hat, da ZOM ein rechter 
Winkel ıst: 
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I m 


MO:0T = 0z:yoy), also O7’ = er . MO. 


024 
. “ . (2—(\0: 
Aber —c:MO = 6x:90 z, folglich MO = —— a 
L be) a 0x 
Mithin ıst 

















1. 07 — (2@—ce)yow __ Inte —c fr. ogp(F. x) 
. X — r — 
0x b.0x 
Ferner ıst © — ce: r- — N ‚A 0ox:0CYy, und hieraus: 
‚A a \OYy oOSfrx 
1 NO ma: - = [vw — (2 —.e) a 
\ 0x ’ 0x 


Durch NO und OZ' ist aber die Lage des Punctes 7’, in welchem 
die Tangente M7/' der Keradoide die erweiterte Ebene des Grundkreises 
öhneide: ‚ vollkommen bestimmt; mithin ist hierdurch auch die Lage 
dieser Tangente selbst bekannt. 

5. Den Winkel y zu finden, welchen die Tangente der 
Keradoide in einem beliebigen Puncte derselben mit der 
Tangente des, durch denselben Punct gehenden Meridians 
einschliefst. 

Aus der Proportion 6&z:yob = 1:tangy folgt: 





IV. tang nn YIY — 2m. Ei ce Y Fx) 
Oz ‚oFx 


6. Rectification der Keradoıi I 
Es ıst, wenn die Länge eines Bogens der Curve durch v bezeich- 
net wird: 
A I — 2 7 L pa nn ‚e\ 
v. dv = vyoß+on) = vyop+oat+ op). 
7. Quadratur der a. 
Ist die Fläche, welche von einem Bogen der Keradoide und dem zu- 
gehörigen Polarabstande begrenzt wird, = F, so ist: 
= y a < e pi 
VI. eF = z33.y0y, oder, da yoy = dz.tangy ist, auch 


of = 3292.tangyY. 





Anwendungen auf einige besondere Fälle. 
I. Arıthmetische Keradoiden. 


S. Ist die Linie aß (Fig. 20.) eine gerade Linie, so soll die nach 


obigen Gesetzen erzeugte Curve arıthmetische Keradoide heifsen. 


Es 
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Es sey die Entfernung des Durchschnittspunctes dieser Linie mit 
ihrer Axe, vom Anfangspuncte der Abscissen, oder ZB (Fig. 19.) = e, 
so hat man: | 


I? 

| 

| 
m 


Os == Also nach 1. 


Iıpz Int(z—e . 
Y 7 — B- und hieraus: 





(ae) au 


9. Fürrb = 0 wird z= e. Man nehme die Entfernung ce des 
Grundkreises vom Pole so an, dafs Fe==e ıst, so wird für )=0, der 
Grundkreis von der Keradoide im Änfangspuncte A (Fig. 10.) 
geschnitten. 


. . .. dent 00 . 
10. Ferner ergiebt sich für z=0, = — ——. Für diesen 


a—e 





Werth von db geht die Keradoide durch den Pol. 


Jen 





11. Wird y<— 


so wird z nerativ, und die Curve biest 
ent bee) z Ne) 


sich in entgegengesetzten Windungen wieder um den Grundkörper her- 
um, nachdem sie durch den Pol gegangen ist. So wird sie durch den 
Pol ın zwei gleiche Schenkel getheilt, die beide in's Unendliche fortge- 
hen. (Diese Schenkel würden congruent sein, wenn sie nicht nach entge- 
gengesetzten Richtungen gewunden wären.) Die Gleichheit beider Schen- 
kel erhellet daraus, dafs zu gleichen, aber entgegen gesetzten Polarwinkeln 
auch gleiche, aber entgegengesetzte Polarabstände gehören. Es ıst nem- 
Ien ' Zen 


lich ürrz =0, Vv= — an Wirdnunbdb= — —— TA, 0 ıst 
a— a—e 











a—e| 2en u ER nach n.2 . i 
z=e+—_——|— —-— +t\l=+— N. Dafs aber auch beide Schen- 
a €e 


kel in’s Unendliche fortgehen, ist klar, weil mit W auch z zunimmt; und 
weil nun W ohne Ende wachsen kann, so ist für J=x auch z=x. 
Anmerkung. Dies gilt nicht nur für conotdische Grundkörper, sondern auch 
für Sphäroiden, nur dafs bei letzteren die Keradoiden unzählige Male durch 
die beiden Pole gehen, und also auch den Körper unzählige Male umschlingen. 
den . B 
12. It V=———, so ist z=—e. Ist nun Fe=e, so wird, 
a—e 


für diesen Werth von b, der Grundkreis abermals von der Ke- 


radoide zeschnitten. 


Creiie’s Journal. II. Bd. 1. Ilft- iO 
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(yw+?n) 


2 ’ 





13. Wächst D) um 27, so it z’=e+-+ (a—e) 


od / au a—=e)y 
er 2 at Im 





Aberz=e+t BAY. 


Folglich ?— z=a-— e. 
Beide Polarabstände 2° und z aber liegen in einerlei Meridian, ihr Un- 
terschied giebt daher die Höhe einer Windung, im Meridiane ge- 
messen. Diese ist also bei jeder arıthmetischen Keradoide constant, und 
mıthin haben alle Windungen derselben einerlei Höhe. 


14, Setzt man z—e=fFx—Fe=w, so ist: 


v1. vw = —— 


> 
Ad 





Für einen anderen Polarwinkel :) hat man eben so: 


/ a € 5 / 
w 3, :V5 also 


| 


w:ıw' bi; d.h: 
bei jeder arıthmetischen Keradoide verhalten sich dıe Or- 
dınaten (in Meridiane genommen), wie die zugehörigen Polar- 
winkel. 
Für D)=0 ıst auch »=0; d. h., der Grundkreis wird von 


der Keradoide ım Anfangspuncte geschnitten ().). 


er den 
Für den Pol ıst w= — e, also V) = — —— (10.). 
2 Aa } 
15. Setzt man ın (S.) e=0, so entsteht aus VI. 
ary 


I X. ZZ = ——, 


Ir 
ad! 


Für einen anderen Polarwinkel Y ist /=—-, also z:z' =ıb:Y. 
zT 


ee, 
Es verhalten sich also ın diesem Falle die Polarabstände wie die zuge- 
hörigen Polarwinkel (vergl. mit 14.). 
16. Für P=0 wird auch z=0; d. h., für V=0 geht die Kera- 


doide durch den Pol (vergl. mit 14.). 





f 19} , 
ae >, „1 a(w-+ 2a) en 
17. Wächst L um 27, so ıt 2 = In ‚ oder 2 =a In 
r . aı . . 
Subtrahirt man hiervon z = En so ergiebt sich? — z=ı = der 


u 4% 


Ilöhe einer Windung (vergl. mit 13.), 
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18. Aus VII. erhält man dz=°_—-. OU. Setzt man diesen Werth 


ra 


für 92 ın die Formel IV, so ergiebt sich 
‚N ‚ 
Eu 
tangy = = 5 


er 
7 .OW 


d. h. die Tangente des Winkels, den die arıthmetische Ke- 
radoide mit dem Meridiane ın einem beliebigen Puncte ein- 





schliefst, ıst gleich der Peripherie des, durch diesen Punct 
gelegten Parallelkreises, dividirt durch die Höhe einer 
Wiındung. 

19. Tangente, Rectification und Quadratur lassen sich nur finden, 
wenn die Gleichung für die erzeugende Ebene bekannt ıst (Man sehe die 
folgenden Beispiele). 


Beispiele von arıthmetischen Keradoiden. 


A. Wenn die erzeugendeEbene ein rechtwinkligesDreieck, 
der Grundkörper also ein gerader Kegel ist. 


20. Die Meridiane sınd hier dıe Seiten des Kegels, und die Polar- 
abstände mithin gerade Linien. Alle oben (von 9. bıs 18.) hergeleitete 
Formeln gelten hier, wenn man für z eine gerade Linie = Y(x" + Yy’) 
annımmt. 

Ist der Winkel, welchen die Hypothenuse des erzeugenden recht- 
winkligen Triangels mit der Kathete, die als Axe des Kegels dient, also 
der Winkel, welchen die Seite des Kege!s mit der Axe desselben ein- 


x Y F 


j . —_ v 
t. ze & o L zZ = — zz —— 
schliefs 4 Fnii® cos & sın@ e+ 


21. Wird z negatıv, so fallen dıe Biiniehefände in die Verlänge- 
rungen der Seiten des Kegels; daher liegt der zweite Schenkel der Ke- 
radoide nicht auf dem Grundkegel selbst, sondern auf dessen Gegenke- 
sel, und ist dem ersten Schenkel congruent. Für z=—e entsteht ein 
zweiter Grundkreis, der im Gegenkegel liegt, und dem ersten gleich ist. 


22. Anmerkung. Dae.sna=[r, so ist 


r 
a — . an 
r sın &/ 


z=e—+ 5, ' 


sın & 











It nun e=90° =R, so wird sin@ = 1; der Mante! des Kegels aber 
10* 
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a—r) 





v ‚ die 


verwandelt sich in eine Ebene, und man erhätz=r + ( 5 
an 


bekannte allzemeine Gleichung für die archimedische Spirallinie. Diese ge- 
hört daher zu den arithmetischen Keradoiden. 


23. Die Lage der Tangente für die auf einem geraden Kegel ge- 
zeichnete Keradoide zu finden. 


Es ıst nach 1ll.: 











i ‚ox=—(2—c)dy zex.tanee— (x —c) dx .tange 
N ee: B $ u 7 E u c.tanga = r. 
a‘ 
a n —ce)vow 
Ferner ist nach I.: 07 = a 


ox 


(aus 18.) und 
Be 





Nun ist aber z=2.c0s0; c=e.cosu; dh = 


ox = 02.co0sw (aus 20.), also: 











Oi zn (z— e) cos@.y.2ndz ad Ialz—e) 
iu (a—e)c0s@.oz 2 FE J- 
2nt(z—e) n 
Aber ER b (8.), daher: 
VO — e 


Stellt man sich daher durch den Berührungspunct einen Parallel- 
kreis und durch den Anfangspunct eine Seite des Kegels gelegt vor, so 
drückt der zwischen dieser Seite und dem Berührungspuncte enthaltene 
Bogen dieses Parallelkreises die Länge der Linie QZ’ aus. Der Aus- 
druck dieses Abstandes P7'=y.Y hängt daher von der Rectification des 
Kreises ab. 

Für )=0 ist auch P7=0. In diesem Falle liegen sowohl beide 
Berührungspuncte (nemlich der Keradoide und des Grundkreises), als 
auch der Durchschnittspunct beider Tangenten, im Anfangspuncte 4. 

Für z=0 erhält man aus O(7’=y.)=VUb.zsing auch (7 =>), 
folglich fällt die Tangente der Keradoide ım Pole mit der Seite des Ke- 
gels zusammen, 

Für z=w ıst O7=w, also die Tangente der Keradoide mit der 
Ebene des Grundkreises parallel. 


24. Nach (18.) ist, wenn Y den Winkel bezeichnet, den dıe Tan- 


gente der Keradoide mit der durch den Berührungspunct gehenden Seite 


des Kegels einschließt: 
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Wenn zZ wächst, so nimmt auch y zu. Für z=»x wird tangy 
=, also y=HAt (23... Für z= 0 wird auch tangy = 0, also y = 0, 
Daher fällt für z = 0, d. h. im Pole, die Tangente der Keradoide mit 
der Seite des Kegels zusammen (23.). 


25. Rectification. Nach (V.) hat man dv=y(yol’+Cr". 











Ab = zsing und do) = 2= 92, michi 

er Y a ' , nn nr n 
e T/27.sine\? 
ol u DZ. \( ) N 1 I 
’ 7 a—e 2 


Damit das Integral für 2=0 verschwinle, mufs man e=0 setzen, und 
den Anfangspunct der Abscissen in B (Fig. 19.) annehmen. Alsdann ist 


U = fa y a) + ı] +C, oder vollständig: 


a 
1 nr z?sina?®—+ a?)]* — a*® 
4|22zsin@a+y(4r?z?sina@* +a*)]? 
Irxz.sine+y(4n?z?.sine®+ ==] 
’ 


a 








VG za — 
darsine 





+ «°.logn. 


wo, nach obiger Voraussetzung, @ die Höhe einer Windung bezeichnet. 


26. Quadratur. Nach (7.) ıst oF= }zdz.tangy. Hierin aus 
” Iatzsina } Irsiına u 
(24) den Werth für tangy= —,— gesetzt, giebt el —= — 2202, 
ze ——n Ö@ 


oder wenn wie in (?5.) e=0 gesetzt wird, 
sine t.sın & 
= [? O2 == —, =; 








a“ 3a 
wo keine Constante hinzukommt, weil für z= 0 das Integral ver- 


schwindet. 
Fürrb=27 ist z=o, alo F= 307 .5ind. 


B. Wenn die erzeugende Ebene ein Rechteck, der Grund- 
körper also ein gerader Cylinder von kreisförmiger 


Grundfläche ist. 


27. Hier ist es am bequemsten, die Formeln in (15., 16. und 17.) 
sum Grunde zu legen, und also die Polarabstände vom Grundkreise an 


ru rechnen, der hier die Stelle des Poles vertritt. Es ist z = 7 die 


27 


bekannte Gleichung für die gemeine Schraubenlinie, die daher ebenfalls 
zum (seschlechte der arithmetischen Keradoiden gehört. — Alle oben 
von (8.) bis (18.) hergeleiteten Sätze gelten auch hier, und es ist hier 
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y= rund z= r. Die Polarabstände, oder vielmehr die Ordinaten der 
Curve, sind also hıer ebenfalls gerade Linien. 


25. Juegt man an den Cylinder eine Berührungsebene, so liegt so- 
wohl die Tangente der Schraubenlinie, als auch die entsprechende Tan- 
gente des Grundkreises, in dieser Ebene. Die Entfernung des Durch- 
schnittspunctes beider Tangenten von dem Berührungspuncte der letzte- 


ren, ist nach (11): 07 = ae AN 








0x 
Es ist aber = 2, c= e= 0 (der Annahme gemäß), y=r, 
’ Eu z.r.In0x Inz 
ob ——-.0z und dx =9z, also O7’ — =r.— =r.J= der 
a ” a.0z a 


Länge des zugehörigen Bogens des Grundkreises. Die Linie, in welcher 
sämmtliche Durchschnittspuncte der Tangenten der Schraubenlinie mit 
der erweiterten Ebene des Grundkreises, liegen, ist also die Evolvente 
des Grundkreises. 


29. Ist y der Winkel, den die Tangente der Schraubenlinie mit 
der Seite des Cylinders einschliefst, so ist 














a Er A. 
yow 2ynoz Ir 
taney = — = I. ; also constant. 
u L oz a0z u * 
| . ’ > OR a Iirn\®, 
30. Rectification dYv=y(zr+roV)=YV|9z +( = ) 2], 
mithin v —= r v(a@ + 4r’z?); wo keine Constante hinzukommt, wenn 


angenommen wird, dafs für z=0 das Integral verschwindet, die Länge 
der Schraubenlinie also vom Grundkreise an gerechnet wird. 
e n 2 / 2 VORDER a 2 n ‘ 
Der Factor Y(a® + 4r’7°) bezeichnet die Länge einer Windung, 


und — giebt dıe Anzahl der Windungen an. 
da vo 


31. Quadratur. Da hier die Polarabstände nicht aus einem Puncte 
ausgehen, sondern mit einander parallel sind, so ist of= z,ro:), oder, 


Y, 


rv ” + 5% . . 
den Werth von od = —. 02 substituirt: 


rn “ rsız? 
F- oz u en 





Für z aıt = aorz. 


Für z =2a ist FF= 4arz. Wollte man diese Fläche wirklich 
umwickeln, so würde der Theil F von F’ doppelt belegt werden; rech- 
net man ihn daher einmal ab, so ist der Unterschied = darz —= dem 
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Mantel des Cylinders, so weit er von dem Grundkreise und der zweiten 
Windung begrenzt wird. Will man den Theil F zwischen zwei Win- 
dungen haben, so mufs man die Fläche F noch einmal abrechnen, und 
man erhält F’ = 2arrz = einem Rechteck, welches den Umfang des 
Grundkreises zur Grundlinie, und die Höhe einer Windung zur Höhe hat. 


C. Wenn die erzeugende Ebene ein Kreis, welcher sich um 
eine aufserhalb desselben liegende gerade Linie drehet, 
der Grundkörper also ein Ring ist. 

32. Es sei AEDF (Fig. 19.) der erzeugende Kreis des Grundkör- 
pers, r sein Halbmesser, SC die Drehaxe, und die Entfernung BG der- 
selben vom Mittelpunet =p. Nımmt man den kleinsten, mit dem Halb- 
messer BA=p—-r beschriebenen Kreis als Grundkreis an, und bedient 


sich, da dieser Grundkörper keine wirkliche Pole hat, der Gleichung ın 


nn a 
.ı, oder, der Körper wegen, e=0 gesetzt, w=-—. .: 


(14.), so ıst w= —— 
z 





PA Ir r) 
wo w den Abstand irgend eines Punctes der Keradoide vom Grundkreise, 
im Meridiane, d. h., ım Bogen eines kreisförmigen Querschnitts des Rin- 


ges, mittelst einer durch die Axe gelegten Ebene, bezeichnet. 


Für w= 2nra, wo n jede positive oder negative ganze Zahl be- 
deuten kann, wird der Grundkreis von der Keradoide geschnitten. Der 
Anrn? 





zu solchem Durchschnittspuncte gehörige Polarwinkel ist ) = ur 
1 


Wird derselbe = 2mr (wo m eine ganze Zahl bezeichnet), so läuft 
die Keradoide, nachdem sie den Ring mal nach der Richtung der Axe, 
oder mmal nach der Richtung der Peripherie des Grundkreises um- 
schlungen hat, wieder in den Anfangspunct und in sich selbst zurück. 


any » me 
Letzteres folgt aus tangy=—, indem für den ersten und letzten Punct 


der Keradoide y einerlei, und die Tangente der Keradoide daher in bei- 
den Puncten gemeinschaftlich ist. Uebrigens hängt die Anzahl der Win- 
dungen nur vom Halbmesser r des erzeugenden Kreises und von der Höhe 
@ einer Windung, nicht aber von der Weite des Ringes ab, so dafs also 
die Keradoiden auf allen Ringen von verschiedener Weite, unter übri- 
gens gleichen Umständen, eine gleiche Anzahl Windungen haben. 

Die weitere Ausführung dieser Untersuchung sei dem Leser 


überlassen. 
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II. Logarıthmische Keradoiden. 


33. Ist die erzeugende Linie eine logarıthmische Linie, so heilse 
die daraus Pen Keradoide logarıthmische Keradoide. 

Es sei «ß (Fig. 20.) eine logarithmische Linie, MN ihre Asymptote, 
und A/B die Abscissenlinie, senkrecht auf MN; ferner AC=a, CD=], 
AE=z, EF=D:z, so ist, wenn AG=1 gesetzt wird, 5:dz=loge:logz, 


2ng — b .logz 








loo z 
1so Lt N: L) ıst aber V= also ıst =. —— 
also Dz ng ach (I.) 1 u. Ja u 
2 rlosz e i 
= ———., Folglich: 
log a 
vv" .loga 
zu log zZ = = Yu 
n 10 » . 5% ‚ w’.loga 
3#. Für einen anderen Polarwinkel Y‘ ist logz’ = 2: Tre, also 


bib’ = logz:logz’; es verhalten sich also bei der logarıthmi- 
schen Keradoide die Polarwinkel wie die Logarıthmen der 
zugehörigen Polarabstände. 

Für b=0 ist lgz=0, also z=ı. (Nimmt man an, dafs für 
b==0 die Keradoide den Grundkreis schneide, so ıst der Halbmesser des- 
selben gleich der, dem Bogen z=1 des Meridians zugehörigen Ordinate.) 

Wird ı) negativ, so wird logz ebenfalls negativ, also z<{1, und 
die Keradoide fällt mithin zwischen den Grundkreis und ihren Pol, Für 
2—=0 aber wird logz=— x, also auch = — x; folglich geht die 
logarıthmische Keradoide in unendlich vielen Windungen 
um den Grundkörper herum, bevor sie den Pol erreicht. 
Der Pol der Keradojde ist daher eine Asymptote derselben. 

39. Wird z negativ, so ist logz unmöglich, Die logarith- 
mische Keradoide hat daher nur einen Schenkel und kann 
nie über den Pol hinausgehen. Dies ist einleuchtend, wenn man 
erwägt, dals sie erst nach unzähligen Windungen den Pol erreicht. 
log a (w-L-2 7) 


In 





36. Wächst ) um 27, so ist logz . Aber lbgz = 


‚an : RR | Par | 
N, Pr . . | Ze u n ung bi 
——. Folglich logz’— logz =loga, oder log —=loge, oder — =. 


4 


li 


en 

ont 
, 
u 


tt 


Eben so ergiebt sich, wenn z’, z’’.... die Polarabstände bezeich- 
dd 


nen, die den Polarwinkeln +47, +67, u. s. w. entsprechen, = 


„’ 


= = 0, u. 8. W. 


Das 
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Das geometrische Verhältniıfs der Polarabstände zweier 
aufeinander folgender Windungen ist daher constant. 

Da z:2°:2:2%....=1:0:0?:0°...., so bilden die in einerle:i 
Meridian gemessenen Polarabstände eine geometrische Reihe, deren Ex- 








ponent = 4@ ist. 
vyow Inoz 
37. Da nach (lV.) tangy 2 =, aber: Yo rg ist, so folgı 
2ıy 
tanz ae .log a 


Der PN der Lage der Tangente, so wie die Rectification und 
Quadratur, hängt von den Eigenschaften der erzeugenden Ebene ab. 
(Man sehe die folgenden Beispiele.) 


Beispiele von logarıthmischen Keradoiden. 


A. Wenn die erzeugende Ebene ein rechtwinkligesDreieck, 
der Grundkörper also ein gerader Kegel ist. 


38. Die Polarabsätnde liegen in den Seiten des Kegels und sind 
also gerade Linien. Der Polarabstand für den Grundkreis ist = ı (34.), 
also der Halbmesser des Grundkreises = sing, wenn & den Winkel 
bezeichnet, den die Seite des Kegels mit der Axe einschliefßst. 


. . Vow j 2 
39. Es ıst tang = —, Aber v= z.5ınÖ, und & L = —,_, 


0Oz u log cd ds 
2ı.sin@ ; 2 ; ’ . 
1, eine constante Gröfse. Die logarithmische 
ogq : 


Keradoide schliefst daher in allen Puncten mit der Seite 
des Kegels einerlei Winkel eın. 





also tangy = 


40. Für die Lage der Tangente ergiebt sich leicht: 
NO = sina = dem Halbmesser des Grundkreises; 
/ z—1)\sına@.?7 
OT | —= (2 —1)tangy. 
e lox a s a 
oO 
41. Rectification. Es ist cv=ylycW+0z 
v(92°.tangy’+ 02) = cezy(tangy’-r 1); also 


z.Y 47°sina?®-+-log a?) 
u = 
log a j 
o 





n 
- 


‚= 








wo keine Constante hinzukommt, weil für z= 0 das Integral ver- 


schwindet. 
Crelle's Journal. I. Bd. 1. Ift. 1i 
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is Zus Irt.sine sin} /A—cos y? 
42. Aus (39.) folgt -—— = tangy = ig un LITE ), also 
oa 1 ‘057 c0SyY 
An®sina? l— cosy? 47° sin«a®—loga? 1 
ng: SE ‚ messen: GE ’ — ‚„ oder 
log «* cosy* loga* cos Y 
yv(4r7?sına®—losa?) 1 . e . tr . 
————— — — = ——. Dieser Werth in (41.) substituirt, giebt: 
0a uS7 
vv -—., 
cos Y 


Die Länge des Bogens einer, auf einem geraden Kegel 


r rd / > \ 
verzeıciıne 


4 
dem zugehörigen Polarabständen, dıvidirt durch den Cosi- 


nus des Wınkels, den dıe Keradoide mit der Seite des Ke- 


co 
sels eiınschlıefst. 


ten Joxarıthmischen Keradoide, ıst daher gleich 


4 
In 
} 


also ganz unabhängig von &, und es sind mithin die zu eı- 


nerlei Polarabständen gehörigen Bogen solcher logarıthmischen Kerador- 
1 


den, welche mit der Seite des Kegels gleiche Winkel einschliefsen, auf 
allen beliebigen Kegeln einander gleich. 

Obiges Resultat ergiebt sich auch kürzer folgendermafsen: Es ıst 
ov = —, älo Y == 


ri 
rNne Y cos Y 
/ ee 


4 . YV 
—, so ıst auch v= — 
sın & sında.cos Y 


—[—— 
— 


1a zZ 





‚ Wird nuno=#H, 


o wird sına = 1, und der Mantel des Kegels verwandelt sıch ın eine 


un. 


ene, die Keradoide also ın eine gewöhnliche logarıthmische Spirallınıe, 











für welche y der Polarabstand ıst, und es ıst daher auch hier v= 
f cos Y 
M ° SE m 
Eben so ıstt z = 5:10 :v = 
cos «& COS&. COSs Y 
„4 
44. Für einen anderen Polarabstand z’ hat man v’ = ——, also 
cus 7 
‘ 


! Inalfs z - 7 z ass 
— z:z’; und da, vorausgesetzt, dafs z und =’ zu zwei aufeinander 


a pe EX a a u 
folgenden Windungen gehören, z:z=1:a ıst, so folgt auch v:v’=1:a. 


Die Längen der Boxen für aufeinander folgende Windungen der 
logarıthmischen Keradoide, die auf einem geraden Kegel gezeichnet ist, 


stehen daher ebenfalls ın einer geometrischen Prosression, deren Expo- 
nent —= a ıst. 





45. Quadratur. Man erhält leicht: 


2 . Wie 


—— 2 — |] 
Ä - 


x E m — 





en z2.tangYy, 
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wo keine Constante hinzukommi, weil für z= 0 das Integral ver- 


schwindet. 


B. Wenn die erzeugende Ebene ein Rechteck, der Grund- 
körper also ein gerader Cylinder von kreisförmiger 
Grundfläche ist. 


46. Nimmt man einen, auf der Axe des Cylinders senkrechten 
Querschnitt desselben als Grundkreis an, so giebt es in der Entfernung 
—= 1, einen damit parallelen Kreis, über welchen die Keradoide nie hin- 


ausgehen kann, und den sie auch erst erreicht, nachdem sie sich unzäüh- 





lıge Male um den Cylinder, in immer engeren Windungen herumgewun- 
den hat. Dieser Kreis, von welchem die Polarabstände an gerechnet 


mM y- 


werden, kann Polar- oder Scheitelkreis heifsen (vergl. 34. u. 35.). 


Fr hat die Eigenschaft einer Asymptote, dafs nemlich die Curve sich 

ıhm immer mehr nähert, ıhn aber erst in unendlicher Entfernung berührt. 
Auf der anderen Seite des Grundkreises hingegen, schlingt sich die 

Keradoide ın immer weiteren Windungen bıs in’s Unendliche fort. 


- 


de 19) 4 
Ye uU "- Er Ü Ev 
-——- uıddy=r, oV= ) 

0% loga x 











47. Da tansy = ist, so erhält 


Ir 
man tangy = er 


Für z=0, ısttanny=x, also y=R Es fällt daher für 
20 die Tangente der Keradoide mit der Tangente des Scheitelkreises 
zusammen. 

Für z=% ıst tangy=0, also y=0; daher fällt für z=x die 





Tangente der Keradoide mit der Seite des Cylinders zusammen. 
RR rn e ‚Ko 
Für z = — ıty = 1%. 
log a 


48, Die Lage der Tangente zu finden, erhält man 











e Y r ) . Pa 

NND ==y — (2 —c) ae: aber y=r, also cy=0, folglceh NV =y=r. 

C e ’ . 

r ( 6) Y Q ri . m” 
Ferner I m Nun st x am Z, OX a 02, e ze 1, Y =—=r 
Cx 
)r ce 4 Ir ( z zs—1) 
— en foiglich O7’ = — taneyv.(z—1). 
und a lor «a z . ds lo: ra ang Y ( 1, 


- IE ı® 2 
pe: . . r ’.orIn n_a\ OZ,/I/<r r 
49. Rectification. Esıst v=yy +) =— ff —- ') E. zel 
f 


loga 





a\ 2 
Setzt man (= se 4, und Y(4-+2°)=u, so entsteht öov—= — ne 


log a A- 


Li 
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und daher ist: © ar um oder nach den Integraltafeln von M. 


Hirsch, pag. 4, v=u+ Al—E 5 -z, und ebendaselbst pag. 47, 








v=u-+ A.57,..lon. Tre E C, oder 


verlesen ET, 


log a a' A 














Rechnet man die Länge des Bogens vom Grundkreise an, so ver- 
schwindet das Integral für z=1, und man erhält alsdann vollständig: 


v[(2r a): -2]o: aa“ 21 _—y [ Irzt) °—-- lo: ea? 4 r7ı en Aarty[(2rz)?+ 2? loga?] 
loga' 





v— 











log a z?|2ra4+y((2ra)?+log a*)] 
50. Quadratur. Da die Ordinaten oder Polarabstände hier par- 
97, 
PR SC VDE. st af Tr a GC 2°1 
allel sind, so ıst 04 ob= ga 08 also pr ri z+ angy-H-C, 





) y 
.. . .. . sr en 
Für z=1 ıst aber !=0, also vollständig = (z—)) rn Setzt man 


—. 


OT’ (n8)=s, oit f= z.s. 


Anmerkung. Je nachdem die erzeugende Linie eine Parabel, Hyperbel, ein 


Kreis u. s. w. ist, können die daraus entspringenden Keradoiden para- 
bolisch, hyperbolisch, circulär u. s. w. heilsen. Ihre Eigenschaften lassen 
sich eben so, wie oben bei einigen arithmetischen und logarithmischen Ke- 
radoiden geschahe, aus den Gleichungen für die erzeugende Linie und die 


7 r.» * 
erzeusende Fbene finden. 
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9. 
Ueber den Stillstand der Tlaneten. 


(Vom Herrn Joseph L. Raabe.) 





E; ist interessant, das Problem über den scheinbaren Stillstand der Pla- 
neten ganz allgemein, ohne irgend eine Vernachläfsigung, aufzulösen; 
denn man findet dieses Problem überall nur so aufgelöset, dafs weder auf 
die Neigung der Planetenbahnen gegen die Erdbahn, noch auf die Excen- 
tricitäten beider Bahnen Rücksicht genommen wird, wodurch dann eine 
Bedingungs-Gleichung entsteht, die wenigstens für unser Planeten -Sy- 
stem nicht passend ist. 

Im Anfange, als ich mich zur Lösung dieses Problems anschickte, 


dachte ich blofs eine Bedingungsgleichung aufzufinden, die den Stillstand 


ın geocentrischer Länge des Planeten anzeigen soll, allein der Endaus- 
druck wird so sehr complicirt, dafs ıch ıhn nicht werth hielt öffentlich 
mitzutheilen; besonders fand ıch ihn ganz nutzlos, bei der Untersuchung 
über den allgemeinen Stillstand eines Planeten, indem mir die letztere 
Untersuchung einen bei weitem einfachern Endausdruck gab, und zu- 
gleich den Vortheil einschliefst die Aufgabe ın ıhrem ganzen Umfange 
zu lösen. 

Erst nach der Vollendung dieser Untersuchung erhielt ıch Nach- 
richt von dem eleganten Problem des Herrn Dr. Gaufs: „Ueber die 
Grenzen der geocentrischen Orte der Planeten.” Beim Lesen dieser Auf- 
lösung fand ich meine Bedingungs-Gleichungen (welche ich ın der Folge 
anzeigen werde), ganz übereinstimmend mit den Bedingungs-Gleichun- 
gen des Herrn Dr. Gaufs, und dieses läfst schliefsen, dafs beide Aufgaben 
auf ein und dasselbe hinauslaufen und dafs die eine als Folge der an- 
deren anzusehen ıst. 

Wir wollen zur Auflösung über den scheinbaren Stillstand der Pla- 


neten schreiten: 
Es schneiden sich drei unter einander senkrechte Coordinaten - Ebe- 


nen im Mittelpunct der Sonne, die Ebene der xy falle mit der Eklıptik 
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zusammen, die Ebene der x£z gehe durch die Knotenlinie der Planeten- 
bahn ın der Ebene der Ekliptik, und die Ebene der yz stehe auf der 
Ebene der zz senkrecht. Ferner seien: 


x, Y, z die Coordinaten des Planeten in Bezug auf diese Ebenen; 


/ d 


x’, y’, =’ die Coordinaten der Erde auf denselben coordinirten F,benen; 


Eu 


‘ 


r, r‘ die Radıı vectores des Planeten und der Erde; 

u, u‘ dıe Argumente der Breite des Planeten und der Erde; 

3, 8° die Argumente der Breiten der Aphelien der Planetenbahn und 
der Erdbahn; 

f, f die halben Parameter beider Bahnen; 

fe, f’e’ ıhre Excentricitäten; 

# die Lunge des aufsteigenden Knotens der Bahn des Planeten in der 
Ekhptik; 


n die Neigung beider Ebenen. 
Dies vorausgesetzt, hat man folgende Werthe für die Coordinaten 
des Planeten und der Erde: 


x = rcCOosUu 


y=rsınucosn 

z =rsinusınn au 
x’ = r'cos(u'—k) [ . 
y'= r'sın (u—k) 

2!’ = 0 


Die Größen — x‘, y—y‘, z—2z' drücken, wıe bekannt, die 


. 


Lage des Planeten gegen die Erde aus. Sind nun A und ß die geocen- 
trische Länge und Breite des Planeten, so wie g die Distanz derselben 


von der Eirde, so hat man: 





z u / \ 
x— x = 00058 cos(\—Ä) 
f PRESSEN s FE = Mn - Fi IN 
Y—)y = pcosp sın(A—H#A) 
z—2' = osin?. 
Aus diesen Glvichungen findet man durch Division: 
tan I 
JE 
” In). 
tan (2 = ET ” . yo 
I VI-yete—e], 


Nun ist, wie bekannt, ein jedes sphärisches Dreieck gegeben, wenn 


Ey 


EEE e 
drei beliebige Stücke desselben als bekannt vorausgesetzt werden. Sınd 
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diese drei Stücke constant, so ist kein zweites Dreieck möglich, was 
von dem ersten verschieden wäre, und die drei constanten Stücke mit 
demselben gemeinschaftlich hätte. Soll nun der Planet, von der Erde 
5 ) 

aus geschen, stille stehen, so mufs das rechtwinklige sphärische Dreı- 
eck, welches von den Bogen der gröfsten Kreise (A—4) und ß gebildet 
wird, ein constantes für diesen Augenblick bleiben, und dieses wırd 
dann statt finden, wenn das Dreieck, aufser dem constanten rechten 
Vinkel, nech die ıhn einschliefsenden Seiten (X\— Ak) und 2 constan 
Winkel, nech die ıl chliefsenden Seiten (? h I; tant 
jat, d.h., für den Ausenblick des Stillstandes müssen, sowohl die zeo- 
hat, d.h., für den Augenblick des Stillstand hl die g 
centrische liänge als Breite, beide zugleich als constante Gröfsen anze- 
sehen werden. 

Man hat daher folgende zwei Bedingungs- Gleichungen: 

ak. e0; ABER 

Es sind aber A sowohl als & Functionen von u und u’, wıe es dıe 

Gleichungen (1) und (II) zeigen, daher findet statt der vorigen zweı 


Bedingungs- Gleichungen folgende mit ihnen gleichlautende Statt: 


dA d2 ’ 
0 = (=) du - >] du‘ 
du r du ’ 


d 7 d 9 
0o= (32) du 4 (7) du‘. 


d u AU 


. . u B n a R r du 
Verbindet man diese zweı Gleichungen durch Ehhmination von It, 80 
- dw 


erhalt man folgende Bedingungs-Gleichung für einen Stillstand: 


d/\ [dB dA\/dfß i 
=) cu 
di) \du du’/ \du | 
er | n 7 on et d+ ds 
Nımmt man die partiellen Differentialien 7 gg); ; aus den 
GuU Ulf 
Gleichungen (II), und bemerkt, dafs x, y, z Functionen von z, und x‘, 
D NV 
a” 
gende mit der letzterer gleich bedeutende Gleichung: 
= da (ydz—zdyJ)Hdy'(zdae—xdz)+uüz(dy'—y’d«') (119, 


ds dy dz 





Functhionen von u’ sind, so erhält man, da 2° gleich Null ıst, fol- 





eben so: dx’, dy', 


wo unter dx, dy, dz verstanden wird: 
Zr; u du’ du’ du’ „ 


. dx’ dy' 
ıst —, — 


— u, 
du’ dw 


Diese Gleichung zeigt, dals für einen Stillstand die Tangente an 


den Planeten in seiner Bahn und die Tangente an der Erde ın ıhrer 


Bahn ın einer und derselben Ebene liegen. 
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Um dıeses nachzuweisen, wollen wir folgendes bemerken. Die Glei- 
chung der Tangente an der Bahn des Planeten ist: 


X = EUER ei 

dz 

u (a). 
Y—y= (4) 7 


Die Gleichung der Tangente an der Erdbahn wird seyn: 


X-e=t-Nl 
Z—.! =0 i . 





Die Gleichung einer Ebene, die durch den Punct A, F, Z und 
durch den Pianeten geht, ıst: 
(A—x)+4A/—y+BZ—) = 0. 
Verbindet man diese Gleichung mit den Gleichungen (a), so erhält man 
eine Bedingungs- Gleichung, welche ausdrückt, dafs die Tangente an den 


Planeten in die angenommene Ebene fällt. Man hat also: 


1: Iy 
o=-- +72-4+B. 


Die Gleichung derselben Ebene aber, die durch denselben Punct 
\, Y, Z und durch die Erde geht, wird seyn: 
X—r) +AY—y)+-BZ—z)= 0, 
und diese mit den Gleichungen (Öb) verbunden, erhält man eine Bedin- 
gungs-Gleichung, unter welchen auch die Tangente an der Erdkahn 
mit der gesagten Ebene zusammenfällt. Man hat also ebenfalls: 
da’ 


dy' 


De 


i Pa 0 


Ö 


Aus diesen beiden erhaltenen Bedingungs- Gleichungen erhält man 
die Werthe für / und B, welche sind: 


= —, 





B= un 


und da die Gleichung derselben Ebene, wenn man aunimmt, dafs sie 
durch den Planeten und durch die Erde geht, seyn mufs: 

22) + Ay—y) + Bea) = 0, 
so erhält man, wenn man die eben gefundenen Werthe für £ und B 


snbstitvirt, dıe Gleichung 111°). 


Um 
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Um aus der Gleichung (III’) noch eine Bedingungs- Gleichung zwi- 
schen u und u’ zu erhalten, darf man blofs aus (1) die Werthe für x, 
Y, 2... nehmen und auch deren Differentialien suchen, wo dann noch 
zu bemerken ist, dafs: 





ah F 
1— ecos(u—g) 
U — e 








1 — e’ cos (W— eg‘) 
wo man dann erhält: 
J[sin u— esin eg] 
[1 — ecos(u— g)]” ’ 
EEE Win. [cos u — e cos g] 
Br 11 s)P 
a Jsin n|cos u—ecosg] 
7 Il—ecus(u—.)]? 
JS’ [sin (u — k)— e/ sin (2! — k)] 
Li er 
FR +4 [cos (u! — k) — et cos (e’- I] 
a M—ecosW—e)f 
und diese Werthe ın (I11’) substituirt, erhält man zuerst: 


de — xdz = — r’sınn, 





de = — 











ecos(u 








4 


d«' = 


e' cos (u — g*)]? 











x dy'— y’'dx‘ 
und dann die Endgleichung: 
f'[cosu—ecosg] = flcos (u! —h)— e'cos(g’—k)]| (11°). 
Und die Gleichungen (Ill), (IH), (IN) sind die oben angeführten, welche 
Dr. Gaufs bei der Auflösung seines erwähnten Problems ebenfalls erhielt. 
Die Endgleichung (111), wıiewohl sıe von der Neigung der Bahn 
des Planeten gegen die der Erde ganz unabhängig ıst, findet doch für 
den besondern Fall nicht statt, wo man die Neigung gleich Null setzt, 
denn in diesem Falle geht das oben angenommiene constante sphärische 
Dreieck ın einen constanten Bogen eines gröfsten Kreises über. Weil 
nemlich dann der Planet keine Bewegung in Breite hat, so ıst dann auch 
eine Bedingungs-Gleichung, nemlich d2=0, zu viel, und für diesen be- 
sonderen Fall ist blofs d\=0 die Bedingungs-Gleichung für den Stillstand. 
Dann findet auch die allgemeine Gleichung für den Fall nich! 
statt, wo die Bahn des Planeten senkrecht auf der Erdbahn wäre, weil 
dann die Bedingungs- Gleichung A = 0 überflüssig war; denn die Länge 
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eines solchen Planeten wäre, ın welchem Puncte seiner Bahn er auch 
immer seyn möchte, gleich der Länge des aufsteigenden Knotens. Es 
bleibt daher für diesen besonderen Fall blofs die Bedingungs- Gleichung 
übrig: dB = 0. 

Da aber bei unserm Planetensystem kein einziger Planet sich vor- 
findet, dessen Bahn mit der Erdbahn zusammenfiele, oder senkrecht auf 
sie wäre, so wollen wir diese Fälle als nicht exiıstirend übergehen, und 
die Gleichung (111) drückt die Relation zwischen v und w’ für irgend 
eınen Stillstand von was ımmer für einen Planeten aus. Eben so drückt 
die Gleichung (111) bei Herrn Gaufs das Verhältnifs von u zu u’ aus, 
für den Fall, wenn der Planet an der äufsersten Grenze seiner Zone ist. 

Wır können also hieraus tolgern: Wenn der Planet gegen die 
Erde die äufserste Grenze seines Zodiacus erreicht hat, 
so ist er gegen die Erde für dıesen Augenblick ım Still- 
stande, und umgekehrt: wenn eın Stillstand statt findet, so 
ıst der Planet an der äufsersten Grenze seiner Zone. 

1. Anmerkung für die unteren Planeten. 
Da bei den untern Planeten f’ grölser ist als f, und aus der Gleichung 


(1117) folgt: 


i vi Pi ä / f a %: 
cos (u —k) = I_ cosu — [Je coss fe cos(g— A 18 


so sieht man, dafs nicht jeder Werth für w reelle Werthe für W“—k geben 





wird, denn alle Werthe für «, welche cos(u—k) grölser als +1 und klei- 
ner als — 1 geben, drücken Unmöglichkeiten aus. Es sind daher +1 und 
— I die Grenzwerthe von cos(wW—%k). Geht für diese zwei Werthe von 
'—k, u in u, und x, über, so hat man: 
fHIf’ ecusz fe’ cos (e’—k)] 
jr I) 
—f/+| f’ ecose — fe' cos!’ — 7)] 
jZ | 


Alle Werthe also für zw, die zwischen u, und x, fallen, lassen zwei Wertlie 


U 











cos Ur is 





coSu, = 


für «-— k zu, unter der Bedingnifs aber, wenn vw, und u, selbst mögliche 
(sröfsen sind, d. h., für solche untere Planeten, wo man hat: 
f’ = |fecosgs— fe‘ cos(g’—k)] +f, oder, wo man hat: 

’+JF 2 IJ’ecosg — fe’ cos(2’—k)]. 
\Wenn diese letztere Bedingungs-Gleichung statt findet, kann ınan für je- 
den Werth von W—%k zwei Werthe für x finden, die aber zwischen die 


Grenzen von v, und zw, fallen werden, und das Ganze spricht sich folgen- 


dermalsen ans: Für einen jeden Stand der Erde in ihrer Bahn lassen sich 
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zwei Orte in der Bahn des Planeten auffinden, für welche ein Stillstand 
statt finden wird; hingegen für jeden Stand des Planeten in seiner Balın 
sind nicht immer Orte in der Erdbahn da, für welche ein Stillstand des 
Planeten statt finden wird, bis auf die zwischen den oben aufgefundenen 


Grenzen u, und u, in der Bahn des Planeten. 


2. Anmerkung für die oberen Planeten. 
Ganz wie im vorigen Falle wird man hier finden, weil f grölser als f? ist, 
dals nur dann mögliche Werthe für z sind, wenn wW—k zwischen den 


Grenzen von w —k und w‘, — k liegt, wo man hat: 


. e! cos ([e’—k) — f/ ecosg 
cos (wW, —k) BEE +[/ jj f; € l 


—f! + [ f e'tcos (2#’—k) — f! ecose] 
cos (wW,—k) = — ) 


J 


wo dann noch die Bedingungs-Gleichung für alle oberen Planeten statt fin- 








den muls: 
SF Ff' 2 Fe'cos (g'—k) —f’ ecosg, 

und hier ist es gerade umgekehrt wie in der Anmerkung 1., nemlich: nicht 
an jedem Orte der Erdbahn kann ein Stillstand eines Planeten stait fin- 
den, sondern an denjenigen Orten der Erdbahn, die zwischen den Grenzen 
u’, —k und w,—k fallen; hingegen lassen sich immer für einen jeden 
Stand des Planeten in seiner Bahn zwei Orte in der Krdbahn auffinden, die 
— k und w„—k fallen, von welchen aus 


zwischen besagten Grenzen uw, 


ein Stillstand bemerkbar sein wird. — 


Zum Beschlufs dieser Aufgabe wollen wır noch die Relation zwi- 
schen z und uw’ ausmitteln, damit ein Planet in seiner Opposition oder ın 
seiner Conjunction sei. 

Für diesen Augenblick ist, wie bekannt, dıe Ebene, die durch den 
Planet, die Erde und die Sonne gelegt wird, senkrecht aut dıe Ebene 
der Eklıptik; und aus dieser Voraussetzung wollen wir dıe Bedingungs- 
Gleichung dafür ausmitteln. 

Des Unterschiedes willen wird die oben gebrauchte Bezeichnung so 
beibehalten werden, dafs wir, statt wie oben die kleinen Buchstaben des 
Alphabets gebraucht zu haben, hier die grofsen Buchstaben vorkom- 
men werden. Wir wollen also zur Auflösung schreiten: 

Die Gleichung einer Ebene, die durch den Planeten geht, ist: 

XH4 AÄF+- BZ+C0=0. 
Die Gleichung derselben Ebene, wenn sie durch die Erde gehen soll, ıst: 


X HAT +BZ+C=O, 


ee 
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und die Bedingung, dafs sıe auch durch die Sonne geht, ist, weil da 
selbst der Anfang der Coordinaten ist, 

C=0. 
Endlich, die Bedingung, dafs die gelegte Ebene auf die Ebene der Eklip- 
tik oder auch auf die Ebene der ÄY senkrecht ist, wird man erhalten, 
wenn man den Cosinus ihrer Neigung gegen die Ebene der XY gleich 
Null setzt, also: 

B 

virzrB) — I 
Findet man aus den zwei ersten Gleichungen der Ebene den Werth 

für B, und setzt solchen gleich Null, so erhält man eine Bedingungs- 





Gleichung für eine Opposition oder Conjunction: 
X! — YX' = OÖ 
und die Werthe aus (I) für Ä, F, .... genommen, so hat man folgende 


> 


Relation zwischen U und U: 
oO = cosd sin (Ü’— K) — sın d cos(U’—.Ä) cos N. 

Mit Hülfe dieser Gleichung und der Gleichung (l1il”), mit Berücksichti- 
sung der Anmerkungen 1. und ?., kann man für jeden Stand des Plane- 
ten in seiner Bahn die entsprechenden Orte der Erde in ıhrer Bahn auf- 
finden, von wo aus eın Stillstand und eine Opposition oder Conjunction 
des ersteren statt finden wird, und eben so für jeden Stand der Erde in 
ihrer Bahn die entsprechenden Orte ın der Planetenbahn. 


Aus denselben beiden Gleichungen kann man auch die Stücke der 
Bahnen berechnen zwıschen einem Stillstande und einer Opposition oder 


Conjunction. 
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10. 
Kiniges über die Integration der Differentialgleichung 
der zweiten Ordnung (Pfaffschen) 
(a +bar)dy’ + x(le+er”)dydce+ (+ ge )yoa®—= Moda“. 
(Vom Herrn C. G. Sauer.) 





Die Integration dieser Gleichung hängt bekanntlich von einer Gle:- 
chung von derselben Form ab, ın der z=ı und M=0 ıst. Euler 
hat sie, wie man weils, ın einem allgemeinen Falle und in 9 anderen 
(wie er glaubte) speciellen bewirkt, und hielt sie wegen ihrer Anwen- 
dung für sehr wıchtig. Hiedurch hat sich auch Pfaff veranlafst ge- 
funden, eine neue Untersuchung über die Integration dieser Gleichung 
anzustellen. Man findet ıhr Resultat ın der zweiten Abhandlung seiner 
disquisitionum analyticarum p. 155. ff. Er hat nemlich die Gleichung 
von der Form: 
a tbe)d®y+x(etex)dygox + (fH-gex)yox = 0, 

auf 3 verschiedene Arten transformirt, indem er y=x”(a+bx)'. v setzt, 
und so bewirkt, dafs die Integration dieser letzteren Gleichung sich auf 
die einer Gleichung von derselben Form bringen läfßst, worin f=0, und 
die sich dann durch x ohne Rest dividiren lälst. Die so erhaltene Glei- 
chung transformirt er wıeder auf ähnliche Weise, und bestimmt p» und 
g so, dafs eine Gleichung von derselben Form bleibt. Die dadurch er- 
haltenen 4 Gleichungen reducirt er (jede) auf eine andere, indem er eine 
Gleichung von ähnlicher Form annimmt, diese rmal differentiirt und 
die so gewonnene Gleichung mit den als gegeben betrachteten überecin- 
stimmig macht. In diese reducirten Gleichungen wırd dadurch eine 
willkürliche ganze Zahl r gebracht. Je zweı von diesen reducirten Glei- 
chungen verbindet er nun so mit einander, dals er die vorgegebene erst 
aus einer Formel reducirt, und diese reducirte wieder aus der anderen, 
wobei er das r der ersten Formel mit go, das der zweiten mit r bezeichnet. 
Auf diese Weise 4 neue reducirte Gleichungen erhaltend, findet er, dafs 
die ursprünglich gegebene Gleichung integrirbar sei, wenn 
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S+prc+pp—V)a=0; g+t(ptrn)e+(ptrn).(ptrn—ı)b =o; 
2) in +r+on); /=4((6-ı) = ger+ gr), 


3) e == (+0 +7 r+gn); = -)warto‘): 


R a c 2 En on b e a : 2 
)/=37 °—ı) ter (2-1) - rare}; 


wo > willkürlich ist, r und g aber beliebige ganze Zahlen sind. Pfaff 
glaubt so alle ıintegrirbare Fälle ermittelt zu haben (s. p. 138 b. der 
disg. anal.). 


Seine reducirte Gleichung, die unter der Form: 
@z+(c+e—r)a+(e—2rb)x)dzex + (g—re+r(r+1)b)z202°=0, 
die # verschiedenen reducirten Gleichungen enthält, indem r und o beide, 
oder nur eins, ihr Zeichen ändern, läfst sich jedoch noch auf eine andere 
reducıren, wenn man x== A? und dann c+({e—r)e=za setzt, nachher 
eine dieser Gleichung der Form nach ähnliche annımmt, diese mal 
differenturt, wodurch sıe die Form 
HK) Pa4+ (et t2rb)Aowerc + re +7 —1)b)wox” = 0 


7 


bekommt. Hieraus ergeben sich: am e +27rb=2(e—(2r+5)b) 
und 2 — ze tra — vb) = er 1)b) gesetzt, die Werthe 


| 
von €‘ und g* in der angenommenen Gleichung. Ist nun ın dieser Glei- 





chung der Coefficient von v==0, oder sind die beiden ersten Glieder ein 
genaues Differential, so ist bekanntlich die Integration dieser Gleichung 
möglich, und dadurch auch die der vorgegebenen. Sucht man jetzt die 
jedingungsgleichungen für die Integrirbarkeit der ursprünglich gegebe- 
nen Gleichung, so wird man finden, dafs die Fälle unter 2, 3 und 4 all- 
semeiner, und zwar die speciellen Fälle derselben vermehrt werden, ın- 
dem in die eine der beiden Gleichungen noch 7 eintritt. Der erste wırd 
es auch, aber nicht für ein willkürliches p, sondern nur für ein p, was 
durch eine ähnliche Bedingungsgleichung, wie die Gröfsen unter 2, 3 
und 4, dem Werthe nach, beschränkt wird. Verlangt man eın negati- 
ves 7, was zuweilen nöthig ist, so darf man nur d’v(a + DAP)? statt 
ko 


setzien, und 7 so bestimmen, dafs die Gleichung ganz dieselbe Form 


hehält. Mar wird freilich finden, dafs nur #=+1 etwas Neues liefert, 


7 


und deshalb die Anzahl der speeiellen Fälle nach Pfaff nur beinahe ver- 
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doppelt wird. — Die eben gezeigte Methode ıst übrigens nur deshalb 
gewählt worden, damit die integrirbaren Fälle unter allgemeinerer Form, 
nicht in einer gröfsern Anzahl erscheinen möchten; denn es ist sehr 
wahrscheinlich, dafs man alles Neue auch erhalten werde, wenn man 
die Gleichung 

(a+bx2N)6z+2(e—(2r-+z)b)edzdc H4lg—retr(r+V)b)eo"—=o 
auf die eben angegebene Weise transformirt hätte. 


Auch wird man leicht bemerken, dafs bei diesem Verfahren die 
eine der ganzen Zahlen r oder g = 0 sein kann, wenn 7 eine willkür- 
liche ganze Zahl bleibt. Es trıtt indefs dabei der Uebelstand ein, dafs 
x ın derselben Formel für y zweierlei Werthe hat. Diesem läfst sıch 
freilich durch das Verfahren abhelfen, was Herr Prof. Scherkhi in seı- 
ner Inaugural-Dissertation gelehrt hat; es dürfte aber dadurch an Kürze 
wohl nichts gewonnen werden. 


Andere Bemerkungen zu machen und ın nähere Erörterungen ein- 
zugehen, unterlasse ich hauptsächlich aus dem Grunde, weil es wenig 
Interesse zu haben scheint, einige ıntegrirbare Fälle einer Differential- 
gleichung aufzufinden, da man die Gleichung allgemein, d. h., den etwa 
zu machenden Anwendungen genügend, zu integriren weifs. 


Naumburg a. Q., ım Mai 1827. 
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11. 


Aufgaben und L.ehrsätze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 





Geometrische Aufgaben und Lehrsätze von Hrn. J. Steiner, 
(Verfasser der Abhandlungen No. 5., 18., 25., 31. und 32. im ersten und No. 5. 
und 6. im zweiten Bande dieses Journals). 

1. Aufgabe. Wenn in einer Ebene drei beliebige Kreise einander in 
einem Punct schneiden, so soll man durch denselben eine Gerade so zie- 
hen, dafs wenn #, B, C ihre übrigen Durchschnitte mit den Kreisen 
sind, die Abschnitte ZZ, BC der Geraden ein gegebenes Verhältnifs zu 

einander haben. 

2. Aufgabe. Wenn im Raume vier beliebige Kugeln einander 
in einem Punct schneiden, so soll man durch denselben eine Gerade so 
ziehen, dafs wenn 4, BD, C, D die Puncte sind, in welchen sıe den Ku- 
geifiächen aufserdem begegnet, ihre Abschnitte AB, BC, CD gegebene 
Verhältnisse zu einander haben. 

3. Aufgabe. Wenn ein gegebenes (irreguläres) Vieleck (2 Eck) 
so beschaflen ist, dafs sowohl ın als um dasselbe ein Kreis beschrieben 
werden kann, so soll man zwischen den Radien (r, R) der beiden Kreise 
und dem Abstande (a) ihrer Mittelpuncte von einander eine Gleichung 
finden. (Für das Dreieck ist diese zuerst von Euler gefundene Glei- 
chung bekanntlich © = R— 2rit.) 

4. Aufgabe. Wenn in einer Ebene zweı beliebige in einander 
liegende Kreise solche Lage zu einander haben, dafs man zwischen den- 
selben eine Reihe von 2 Kreisen so beschreiben kann, dafs jeder jene 
beiden Kreise, und dafs sie einander der Reihe nach berühren, so soll 
man zwischen den Radien jener beiden Kreise und dem Abstande ihrer 
Mittelpuncete von einander eine Gleichung finden. (Man sehe Band I. 
S. 256 dieses Journals.) 

5. Aufgabe. Jeder beliebige Punci ın der Ebene eines gegebe- 
nen geradlinigen Dreiecks kann einer der Brennpuncte eines Kegelschnitts 
sein, der alle drei Seiten des Dreiecks berührt. Man soll nun untersuchen, 
welche Lage der Punct in Beziehung auf das Dreieck haben müsse, da- 


mit der Kegelschnitt entweder Parabel, oder Ellipse, oder Hyperbel seı? 


6. 























MT 
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6. Aufgabe. Fället man aus irgend einem Peripheriepunct 7, 
des um ein gegebenes Dreieck beschriebenen Kreises, Liothe auf die Sei- 
ten des Dreiecks, so liegen bekanntlich die Fufspuncte dieser drei Lothe 
allemal ın irgend einer Geraden G. Man soll nun denjenigen Punct 7? 
finden, für welchen die ihm zugehörige Gerade G mit einer gegebenen 
(seraden parallel ist. 

7. Lehrsatz. Halbirt man ın einem Viereck ım Kreise, sowoh! 
die Winkel zwischen den Diagonalen, als auch die Winkel, welche die 
segenüberliegenden Seiten einschliefsen, so sind von den 6 Geraden, 
welche diese Winkel halbıren, 3 und 3 parallel, 

S. Lehrsatz. Vier beliebige Geraden in einer Ebene bilden, zu 
drei und drei genommen, vier Dreiecke. In jedem dieser Dreiecke schnei- 
den die drei Lothe aus den Spitzen auf die gegenüberliegenden Seiten 
einander in einem Punct, und diese vier Puncte lıegen allemal 
in einer Geraden. 

9, Lehrsatz. Vier beliebige Puncte ın der Peripherie eines ge- 
gebenen Kreises bestimmen, zu dreien genommen, vier Dreiecke. Die 
vier Puncte, in welchen die Lothe aus den Spitzen dıeser vier Dreiecke 
auf die gegenüberliegenden Seiten einander schneiden, liegen allemal 
in der Peripherie eines Kreises, welcher dem gegebenen 
Kreise gleich ıst. 

10. Lehrsatz. Fället man aus den Ecken eines beliebigen (irre- 
gulairen) Tetraäders auf die gegenüberliegenden Seitenebenen Lothe, so 
schneiden diese vier Lothe einander im Allgemeinen nıcht. Schneiden 
sich aber, in einem besondern Falle, irgend zweı derselben, so schneiden 
alle vier einander in einem und demselben Puncte. Im Allgemeinen 
aber haben die genannten vier Lothe die merkwürdige Eigenschaft, dafs 
jede Gerade, welche durch irgend drei derselben geht, auch das vierte 
schneidet, d. h., dafs durch jeden beliebigen Punct, den man in einem der 
vier Lothe annimmt, allemal eine Gerade so gelegt werden kann, dafs 
sie die drei übrigen Lotlie schneidet. 

11. Lehrsatz. Vier der Gröfse und Lage nach gegebene Ru- 
seln können ım Allgemeinen von 16 bestimmten Kugeln berührt weı- 
den; gehen sie aber durch unendliche Vergröfserung in vier Ebenen über, 


die ein Tetraöder (beliebige dreiseitige Pyramide) bilden, so bleiben von 


jenen 16 Kugeln, im Allgemeinen, nur noch 8 übrig, d. h., es giebt ım 
Crelle's Journal. UI. Bd. 1. Iitt. 13 
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Allgemeinen S Kugeln, von denen jede die vier Seitenebenen eines gege- 
benen Tetraöders berührt. Von diesen 8 Kugeln ist «) eine dem Tetrae- 
der eingeschrieben; 6) von vıer andern berührt jede die Außsenseite ei- 
ner Seitenebene und die Verlängerungen der drei übrigen; und e) jede 
der drei übrigen Kugeln berührt alle Seitenebenen in ihrer Verlängerung 
und zwar zwei Seitenebenen auf ihrer Aufsenseite. 

Bezeichnet man nun den Radius der Kugel (a) durch R, die Ra- 
dien der Kugeln (2), nach der Ordnung ihrer Gröfse, durch R,, R,, R,, 
R,, wo nemlich der letzte der gröfste ıst, und die Radien der Kugeln (ec), 
nach der Ordnung ılırer Gröfse, durch R,, R;, R,, so hat man zwischen 
diesen Radien unter andern folgende merkwürdige Relationen: 








1 1 ) 1 1 1 1 1 1 
— Zi len —ı —— — —  — — tt — 
. 7 > R, r R, TR R, 4 a Fe FE 
1 1 { 1 N 1 
I ne m _— du — —— — 
i ii Fe A 5 ” R, TR, ni R, 0, 
1 1 1 1 1 1 
u te tR te = m tet tm us w 
Lı l, l; In ı 41, ar 41, 


Sind von den Seitenebenen des Tetra@ders drei zu einander senkrecht, 
so hat man z. B. auch noch folgende Gleichungen: 

















} ! 1 1 
IV. RA" DR, + R,+R, + R,+R,’ 
. ) 1 1 1 
u Au ei + R,R 3 R,R,' 


12. Lehrsatz. Beschreibt man in einem beliebigen dreikanti- 
gen Körperwinkel eine Reihe Kugeln, von denen jede die drei Seiten- 
ebenen desselben berührt, und die einander der Ordnung nach berühren, 
so bilden die Radien dieser Kugeln, ıhrer Gröfse nach, eine geometri- 
sche Progression. Sind z. B. @, 2b, e die Winkel, welche die Kanten 
des Körperwinkels mit einander bilden, und setzt man die Radien zweier 





nach einander folgender Kugeln R, und Z,, und zur Abkürzung e --b 














ce=2s, so ist der Expenent der genannten Progression: 
’ R, T. jener A Y(i “ sin (s—a) sin (s—b)sın SAT: 
ie, =: U) sins sin s 


Oder sind 4, B, € die drei Flächenwinkel des Körperwirkels, und 
man setzt zur Abkürzung A-B+-C0=25S, so ist: 
1 an fern (S— A cos (S— B) cos (S— C)] 
ae Fon 





" |8 


2c0s3.1cosz3 bcos3 C 





‚ r fr / v \ Pd =, ’ 
— eos: Scos[S— A\cos!S—B)cos[S—C ) 





/ 
} # 1 J 2 
4. PER DEE 
i i P j >, 2 
\ u 2c0s3 A c0os3 Breostt 

















Aufgaben und Lehrsätze, 


Aufgaben von Anderen. 

13. Grenzen für die Zahl der imaginairen Wurzeln einer alge- 
braischen Gleichung von einem beliebigen Grade, aus den gegebenen 
Coefücienten der Gleichung zu finden. 

14. Aus der Gleichung 
++ td +++ tt te ++ 0, 
WO @,, @yy Qzy...Qg beliebige, von einander verschiedene, gegebene Grö- 
[sen sind, x zu finden. 

15. Man kann beweisen, dafs dıe Zahl 7, welche die Länge des 
Umfanges eines Kreises bezeichnet, dessen Durchmesser 1 ist, desglei- 
chen ılır Quadrat, nothwendig irrationale Zahlen sind. (Man sehe z. B. 
Legendre geometrie, note IV.) Nachzuweisen, ob, und wenn es ange- 
het, wıe sıch beweisen lasse, dafs, wenn z eine beliebige ganze Zahl 
bedeutet, auch 7” nothwendig irrational ist? 

16. In der Reihe 

x + 22° + 2205 + 5rt 4 225 4 4x + 227 ...., 
welche gleich 
2 Eu 3 ar 


1—x —ıc 1— x? 
ist, sind die Coeflicienten der verschiedenen Glieder, wie Lambert be- 
merkt hat, gleich den Zahlen der ganzzahligen Divisoren der Exponen- 
ten der nemlichen Glieder, so dafs von allen Gliedern, deren Coefhcien- 
ten 2 sind, und nur von diesen Gliedern die Exponenten Primzahlen 








sind. Man verlangt durch einen endlichen Ausdruck diese Lambert- 
sche Reihe zu summiren. 

17. Die Bernoullischen Zahlen, die Differenz- Coeficienten und 
die Facultäten - Coefüicienten allgemein durch Producte von der Form 


1,3:5:4.... auszudrücken. 


15. Die Gröfse @ nach @ und der Zahl x der Exponenten zu 
Q 


entwickeln. Diese Zahl x ıst z. B. in der Gröfse ae gleich 5. 

19. Aus dem Cardanischen Ausdruck der Wurzeln der Glei- 
chungen vom dritten Grade, oder demjenigen durch trigonometrische 
Linien, die Wurzeln der Gleichung @,2° + 0,2” + a,x + 0,=0 für den 


Fall herzuleiten, wenn @,= 0 ist. 
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20. A == 0 sei eine beliebige algebraische Gleichung, z. B. vom 
nten Grade, wie 
” + "tt ar... ar, ee 

Y= 0 seı diejenige leichung, deren Wurzeln bestimmte Potestäten, 
z.B. dıe zmten Potestäten der Wurzeln der Gleichung ÄA=o sind. Als- 
dann lassen sıch bekanntlich die Coeflicienten der Gleichung F=0 aus 
den Coeffhicienten der Gleichung X = 0 finden. Es fragt sich, ob sich 
auch, wenn nicht alle Coefüicienten der Gleichung A == 0, sondern statt 
der fehlenden einige Coeificienten der Gleichung F = 0 gegeben sind, 
die übrigen Coeflicienten der beiden Gleichungen Iinden lassen, und wenu 
es angehet, wiıe. 

21. Aus den gegebenen Seiten eines Vıielecks ım Kreise von ei- 
ner beliebigen Seitenzahl, den Inhalt des Vielecks und den Halbmesser 
des Kreises zu finden. Dieses kann gefordert werden, weil alle Vielecke 
im Kreise mit den nemlichen Seiten, ın welcher Ordnung auch die be- 
stimmten Seiten auf einander folgen mögen, offenbar gleich grofs sind, 


} 


auch alle diese Vielecke nothwendig ın gleichen Kreisen liegen. 


22. Unter allen Kreis- Abschnitten von gleichem Unifange, 
die kleiner sind als der halbe Kreis, und unter allen beliebigen Kreis- 
Ausschnitten von gleichem Umfange die kleinsten zu finden. 

25. Ein Körper, der aus einer gleichartigen, dichten und als voll- 
kommen unelastisch betrachteten Masse bestehet, deren Cohäsionskraft 
gegeben ist, und der die Form eines senkrechien, kreisförmigen Cylin- 
ders nıit parallelen Grundilächen hat, dessen senkrechte Höhe, wenn 
man will, gegen den Durchmesser nur kleın ıst, ruhet mit dem Rande 
der kreisförmigen, unteren Grund-Ebene wagerecht auf einer festen Un- 
terstützung. Im Mittelpunet der oberen Grund-Ebene wirkt senkrecht 
auf dieselbe, also in lothrechter Rıchtung, eine Kraft. Zu finden, wie 
srofs diese Kraft, mit oder auch ohne Rücksicht auf das Gewicht des 
Cylinders, sein mufs, um denselben zu zerbrechen, und in welcher Linie 
der Cylinder brechen wird. 

24. Die Gestalt eines Hohlspiegels zu finden, der die Strahlen e:- 
nes kugeliörmigen leuchtenden Körpers von gegebenem Durchmesser so 
wenig als möglıch zerstreut, oder so nahe als möglıch dieselben 


Lk 


para l]lel wırtft. 

















12. 
Recherches sur les fonctions elliptiques. 


(Par M. N. H. Abel.) 





Depuis longtems les fonctions logarıthmiques, et les fonctions exponen- 
tıielles et circulaires ont &te les seules fonctions transcendantes, quı ont 
attire Tattention des geometres. Ce n’est que dans les derniers tems, 
qu’on a commence A en considerer quelques autres. Parmı celles-cı ıl 
faut distinguer les fonctions, nommees elliptiques, tant pour leurs belles 
proprietes analytiques, que pour leur application dans les diverses bran- 
ches des mathematiques. La premiere idee de ces fonctions a td don- 


nee par Yımmortel Euler, en d&emontrant, que l’equation separce 
1 0% r OYy 
Vlee+Bc tra? +? tert) © Veetdytry’ HI’ tEy®) 


est integrable algebriquement. Apres Euler, Lagrange y a ajoute 








==2 0 


quelque chose, en donnant son elegante tlıcorie de la transiormatıon de 
R.ox 

vid—p*=’)1—g?x?) 
Mais le premier et, sı je ne me trompe, le seul, qui ait approfondi la nature 
de ces fonctions, est M. Liegendre, qui, d’abord dans un m&moire sur 
les fonctions elliptiques, et ensuite dans ses excellents exercices de ma- 
thematiques, a developpe nombre de poroprietes @leganies de ces fonctions, 
et a montr& leur application. Lors de la publication de cet ouvrage, 
rien n’a et@ ajoute a la theorie de M. Legendre. Je crois, qu'on ne 
verra pas ici sans plaisir des recherches ulterieures sur ces fonctions. 


lintegrale 





j U R est une fonction rationelle de x. 


En general on comprend sous la d@nomination de fonctions ellip- 
tiques, toute fonction, comprise dans lintegrale 





fi Rox ei 
Ve+Pactya?2 +00? text)’ 
ou R est une fonction rationelle et &, ß, ‘ 0, e sont des quantites con- 


stantes et r&eelles. M. Legendre a de@montre, que par des substitu- 
Crelle'’s Journal. U. Bd. 2, Hit. 14 
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tions convenables on peut toujours ramener cette integrale ä la forme 





Poy 
| F V(at+by*+cy*)’ 
ou P est une fonction rationelle de y“. Par les reductions convenables, 
cette integrale peut &tre ensuite ramende & la forme 





A-+ By: oY 
w C+Dy?:Vla+by*+cy*)’ 
et celle-cı a: 
4 +- Bsin? 0 00 





C+Dsin®0 "V(1— c?sin® 0)? 
ou ec est reel, et moindre que Yunite, 


De la suit, que toute fonction elliptique peut &tre r&duite A lune 
des trois formes: 


00 
0 — ) f 
Au 0)? ; fi vice); VEIT GERT, sin? 0)? 


auxquelles M. Legendre donne les noms de fonctions elliptiques de la 
premiere, seconde et troisicme espece. Ce sont ces trois fonctions', que 
M. Legendre a considerdes; surtout la premiere, qui a les proprietes 
les plus remarquables et les plus simples. 








Je me propose, dans ce memoire, de considerer la fonction ınverse, 
c’est-A-dire la fonction Pa, determinee par les Equations 


00 
” = re sin? g ” 
sınd = Pl(e) = 


I,a derniere equation donne 


.vyi— sind) = 0.0 = dr, 





 donc 





on = / —e =*)]' 
M. Legendre suppose c* positif, mais j’aı remarque, que les formules 
deviennent plus simples, en supposant ce’ negatif, = — e’. De meme 
'scris pour plus de symmetrie 1—c’x? au lieu de 1— x”. En sorte 
que la fonction P&x=x sera donnee er l’equation 





u. =/, vYIi-cx ra x*)]’ 


ou bıen 


Yamodaylii— Pal re tel 
Pour abreger, jintroduis deux autres fonctions de «, savoir: 


fa = yıi—ega);, Fae=ylitepe). 
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Plusieurs proprietes de ces fonctions se deduisent ımmediatement 
des proprietes connues de la fonction elliptique de la premiere espece, 
mais d’autres sont plus cachdes. Par ex. on demontre, que les equations 
92=0, fa=0, F#a=0 ont un nombre infini de racines, qu’on peut 
trouver toutes. Une des propriötes les plus remarquables est, qu’on peut 
exprimer rationellement D (ma), f(ma), F{me) (m ctant un nombre en- 
tier) en Da, fa, Fa. Aufsi rien n’est plus facile, que de trouver P (ma, 
f(me), F(me), lorsqu’on connoit Da, fx, Fa; mais le problöme inverse, 
savoir de determiner Pa, fa, Fa en Y(me), f(me), F(me) est plus difh- 
cile, parcequ’il d&pend d’une €quaiion d’un degr& plus &lev& (savoir du 
degre m?). 

ia solution) de ceite &equation est Vobjet principal de ce m&moire. 
D’abord on fera voir, comment ont peut trouver toutes les racınes, au 
moyen des fonctions ®, f, !. On traitera ensuite de la solution algehri- 
que de l’equation en question, et on parviondra A ce rdsultat remarqua- 


& & - & a 
ble, que e(£); s&); r(“) peuvent ätre exprimes en Pa, fa, Fu, 


m 
au moyen d’uue fonction, qui, par rapport A &, ne contient d’autres irra- 
tionalites que des radıcaux. Cela produit une classe tres generale d’equa- 
tions, qui sont resolubles algebriquement. Jl est a remarquer, que les ex- 
pressions des raciros contiennent des quanlıtds constantes, qui, en genc- 
ral, ne sont pas exprimabler par des quantiiös algebriques. Ces quan- 
tites constantes dependeni d’une &quation du degre m’— 1. On fera voir 
comment, au moyen de fonctions al;ebriques, on peut en ramener la so- 
lution a celle d’une &quation du degre m -+ 1. On donnera plusieurs ex- 
pressions des fonctions P(@r-+1)o; jer+-V)e; Far +1) en fonc- 
tions de ®a, fa, Fa. On en deduira ensuite les valeurs de Pa, fa, Fa 
en fonciions de « On demontrera, que ces fontions peuvent ötre de- 
composdes en un nombre infini de facteurs, et m&me en une inlinite de 
fractions partielles. 
\. 1 
Proprietes fondamentales des fonctions ®s; Ja; Fa. 
1. 
En supposant, que Gx=x (l.), on Feng en vertu de ce quı precede: 


Y 


r. »=/, m = Enz 





jr 
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Par la on voit, que &, considere comme fonction de x, est positif depuis 


= 1 i 
c=0, juqua e=—. En faisant donc 





C 
2 
3 2) =/ 0x 
22T Fo VIA—c*x*) (1-4 e?x?)]? 
ıl est evident, que ®x et positif et va en augmentant depuis &=0 jus- 


y. w) ’ 
qua =—, et quon aura 


. 00=0, Ay)=-- 


Parceque @ change de signe, lorsqu’on eerit — x a la place de x; ıl en 
est de möme de la fonction ® par rapport a &, et par consequent on 
aura l’equatıon 

I. Du) = — Ole). 
F,n mettant dans (1.) xz au heu de & (ou z, pour abreger, represente la 
quantite imaginaire Y—1) et designant la valeur de « par ßz, ıl viendra 








x An 
» ka Nn,\ Bu O2 3 
b, wi DB) et ß J. V [(1-+c? x?) (1— e?x2)] 
n 7. y i L 1 } 
3 est rdel et positif depuis = 0 jusqua = —, donc en faisant 
Po =/ e 0x 
I. G3 .. ” V[i1—e: x2)(1+c?x*)]’ 


° sera positif, depuis ß = zero jusqua P=-—, cest-A-dıre, la fonc- 


‘ 
a 


y) 


1 BEN ER R a ö 
tion —P(Pi) sera positive entre les m&mes lımites. En faisant B=« et 


4 


p(ei) 
vl, on a 





f! oy 
o VI—e*y?)(1+c?y?)]’ 
donc on voit, qu'en supposant e au lieu de e et e au lıeu de c, 


ple«i) 
’ se changera en ®a. 





I 
Et parceque fz = y(1—c’Q’«) 
Fa = y(ıtepe), 
on voilt, que par le changement de ce en e eteenc, far) et Flei) 
rentreront respectivement en F« et fa. Enfin les equations (?.) et 


font voir, que par la mäme transformation, » et » rentreront respec- 


tıvement en 7 et wo. 
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. 1 © ” 
Suivant (7.) on aura <= — pur P= PX donc en vertu de l’equa- 


tion zZ=0®(ßi), il viendra 
8. (2) =e ?. 
7 


—. 


En vertu de ce qui precede, on aura les valeurs de ®& pour toute 


1 
e 


. w) 
valeur reelle de #, comprise entre — — et +5 et pour toute valeur 


> 
imaginaire de la forme ßz de cette quantite, si ß est une quantite con- 


tinue entre les lımites — et -- 7 Il s’agit maintenant de trouver la 
valeur de cette fonction pour une valeur quelconque, reelle ou imaginaire, 
de la varıable. Pour y parvenir, nous allons d’abord &tablir les propric- 


tcs fondamentales des fonctions ®&, f et F. 
Parcequ’on a 
Sa 1— ce’Oa, 


Pıa=1+eoa, 
on aura, en diff@rentiant: 
Sa.f 
I!a.F'a 


— eDa.Q%, 
eDdada, 


Or d’apres (R.) on a 

Ya = yla—ePo)lıı te de) = fa.Fe, 
done, en substituant cette valeur de ©’ dans les deux &quations prece- 
dentes, on trouvera, que les fonctions ®x, f@, F'“ sont liees entre elles 


par les &quations 





Ss = fa.Fe, 
9, Sm —eDu.Fo, 
en 


Cela pose, je dis, qu’en designant par » et ß deux inddtermindes, on aura 








‚ — ga.fP.F$+yYP.fe.Fea 
p @+P) vs. i-+e?c?.g?a.y*P } 
.P— c*. . 7.Fa@.F 
0. ar -ellzgenhters 


1-+e?c’y*a.y*/} 
Fa.FP+et.ya.yPß.fa.f3 


’( = 
(F rP) I+e?c’y’a.y?P ß 





Ces formules peuvent &tre deduites sur le champ des propriciüs 
connues des fonctions ellıptiques *); mais on peut aussi les verifier aise- 
ment de la manicere suivante. 





*) Legendre Exercices de calcul integral. 
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En dcsignant par 7 le second membre de la premiere des dqua- 
tions (10.), on aura, en differentiant par rapport a a: 
3 u ip’e SB. FA+ yP.Fa.ffa+ypP.fa. Fa} 
ee 3 
(ya.fa.FA+YpP.fa.Fe).2e2cpa.g?P.p'a 





cc& 


"2a 


(i-te?ı SCH GER 
En substituant pour Da, f’a&, F’« leurs valeurs donndes par les @aua- 
J 0%, pP q 








tions (9.), ıl vıendra 
(3 _ _Je.Fe. 8 ad, 2e2c?p?a.yp?P.fa.fP.Fa. FB 














0@ 1-+-e c:g?a.gß Ken c:p?a.g@* P)? 
. - 2a f . 2) - ’ n n 
ya.pgß.ılterctprap?Aiı—c’Fratetfzat -— 20202 gayp.y*:P.f’a. Fa 
+ IS - 
(i-retc’o’ap*Pp 


vi» 


d’ot, en substituant pour f’a et F?« leurs valeurs: 1—c® Pa, ı te De, 
et en reduisant, nd ire 

2. (1— e?c?yp?a. A (e—c?)— ga. yß+fa.fB.Fa.FA — zetctyapAlyp* ty’) 
(: )=— (d+eı ce" p*a.p* pP)? 


Maintenant & et 9 entrent symetriquement dans l’expression de r; donc 





" 


© 7 cd . 
la valeur dc (>); en permutant «@ et ß dans la valeur de (>2). 
0 | ca 


er 
( 


ela Texpression de (>) ne change pas de valeur, donc on aura 


Cette equation aux differentielles partielles fait voir que r est fonc- 
tion de «+; donc on aura 
r—=uÜ «+ ß). 
ia forme de la fonction «) se trouvera, en donnant a ß une valeur par- 
ticuliöre. En supposant par ex. =0, et remarquant que 0) 0, 
fo)=1ı, F(0)= 1, les deux valeurs de r deviendront 
r=0@) etr= ul), 
done 
Ja) = De), 
et de la 
r-=va+Pp) = OPla+Pp). 


I,a premiere des formules (10.) a donc lieu eflectivement. 


De ja m&me manıere on verifiera les deux autres formules. 
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3. 
Des formules (10.) on peut en deduire une foule d’autres. Je vais 
rapporter quelques-unes des plus remarquables: Pour abreger je fais 
11. 1 Fe °9x2.0R = AR. 


En changeant d’abord le signe de ß, on obtiendra 
2pa SB. FR 


Pa +9 + Pa) = ESSETR, 


Pa+B) — pa—p) = Frhfe: Fe, 


fa+p + Jap = TELL, 


—2c0?.pa.pß.Fa.FB 


f@+B — fa—ß) x | 
Fa+ß) + Fa—p) = ?E8;#B, 
F(a+ß) — Fa—p) = 92. 9P Je SB, 
En formant le produit de @(@-+-ß) et P(@—P), on trouvera 
Fa SB.FP+pB.fa.Fa ga.fß.FB—yB.Sa. Fa 


Pea+B-Pa—Pp = R R 
_ Y’a.f*P.FFP—Y?P.fa.F:a 
TEN R: ’ 


ou, en substituant les valeurs de f?ß, F?P, f’a, F°a dans @ß et Be: 


ga—gp’p—erctgta.ptß—erctp?ß.y*ta 



























































%a+PB.Pa— PB) — R= 
_ gra—gp*P)1-te?c’p?a.p: P). 
..— R: ri 
orA=1-+teePa.9°ß, donc 
.2c—w2R 
3 / Be VER —_ pra—gpi| 
13 10 * + )« \Y \% ß) R ® 
On trouvera de m&me 
y  S’a—cgQ’P.Fa S°P—e?p:a.F? 9 
Sa +B.Ja—ß = RR — R 
od 1— c’pta— cp? P— cte!p?a.g?Pß __S?’a.f?? —c?(c?+e?)y ta.p* 
7 r 4 R 
ri F:2 ae? p?P f & F3 34 „a ,n3 20 
) aA m Bo "pP. m e"p?a.f’Pp 
Fu +ß).Fa@—Bß) —— R pen ang 


Al 
P—erctpra.pß __ Fra.F2B3— e2(c?-te?)p?u.g?ß 
> ED > — , 


_ It pet eg: 
en R 








F 
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FW ie) 
4. 
En faisant dans les formules (10.) $=+ 5 P=+7Z i, et remar- 


0) DT . 
quant, que f(# 2) = 0, F(+2:) — 0, on aura 





() () Je. x > ga 

)= FE u BE. Ale od 

o(e + )= 0z 7% fe + 7) + - rk 
$5 

M) 

F(« + =) — . 

u T Dun 

[0] 

Jzi 

ns o,Fa I. BE de L& 

?(a+5;) u ur Fe+)=#+ - Fa 


ou bien: 











Flerz) a ni 


. F« ou 
F(a+7i) = +iy(e +9) 


= V(e-+e?) 1 
TR IE 1 


U 
© 
en 
R 
+ 
I 
+ 
| 
12 
—n, 
— 
| 
=> 
I 
+ 
a 
. 
+ 
y } 
z| 








De la on tıre sur le champ: 


(a4) = 0 +) =) 


> 
- 


Ein faisant % =; et Zi, on trouve de la 


: Or (N D . () ro 
(2 + 3 = 5» fe + Zi) — 5 F(2 + 2) zilEn 2, 


‘> 


— 


E,nsuite 
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Einsuite les equations (17.), en y mettant dans les trois premieres «+ 


. . en IT. . 
au lıieu de , et dans les trois dernieres «+ —- 2 au lieu de «, donnent 


les suivantes 
0, Pa+)= — 9; Sa+)= —fa; Fat) Ta; 
Ya ta)= —Qa; fe ta)=fe;, Fato)= — Fa; 
et en mettant +» et «+ ”i au lieu de «: 
P20+.a) = Pa; Pl27ite) = Qua, Platrit a) = 0a; 
0. Yeot)=fa; wit) = fa; 
Foto) = Fo; FRaito)=Kfa. 
Ces &quations font voir, que les fonctions De, fa, F& sont des fonc- 
tions periodiques. On en deduira sans peine les suivantes, ou m et n 
sont deux nombres entiers positifs ou negatıfs: 
Plkkm-+n) + (mn) aite)=gpa; p((m-n) o + (m—n-1)aite)— — ga, 
2 motnaite)= fe; S(@m+V)wo+naite) = — fa; 
F[mo—+2nvite)=+Foa; FImo+(2n+1)aite) = — Fe. 
Ces formules peuvent aussi secrire comme ıl suit: 
Olmw-tnaite) + (— 1)", 9x, 
see (— ı)".fe, 
F(ms» naıteo) = (—)".l a. 


‘ 


21. 





2 


2 


‘ 
« 


On peut remarquer comme cas particuliers: 
Pmeta= rn". 9a; Pnsita) = tt N.Ga; 


II, !fmwte) =(—ı)".fe; Snsitea)=fe; 
F(moka)—=fa;, Y(naita) = (—1)'.la. 
I. 


Les formules qu’on vıent d’etablir, font voir qu’on aura les valeurs 
des fonctions Pa; fa; Fa pour toutes les valeurs reelles ou imaginaires 
de la variable, lorsqu’on les connoit pour les valeurs rcelles de cette quan- 


FR . 0) [77 . . r 
tite, comprises entre 5 et —. et pour les valeurs ımaginaires de la 


. \ . Go o 
forme ßi, ou 2 est comprise entre — et ——: 


En effet, supposons qu’on demande la valeur des fonctions P(a-+ß:), 
fa+Pßi), Fia+Pi), ou « et 3 sont des quantites reelles quelcongques. 
En mettant dans les formules (10.) ßi a la place de ß, il est clair, qu’on 
aura les trois fonctions dont ıl s’agit, exprimees par les fonctions: ®z; 
fa; Fa; OR); FR; F(Bi) Il nereste donc, qu’ä determiner ces der- 

Crelle’s Journal. Il. Bd, 2. Hft. 15 
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nieres. Or, quelles que soient les valeurs de z et ß, on peut toujours 
trouver deux nombres entiers 2 et z, tels que e=m.u+t«', B=nsatß', 


. ni B 0) in) 
olı &’ est une quantite comprise entre O et 75 et ß’ entre 0 et +7 





Donc on aura, en vertu des equations (22.), en substituant les valeurs 


I 


‚ ’ . 
precedentes de a et p: 


AR / 1 EN 2 \n 4 
D (=) O(mwrae) = +(— 1)". 0«, 
/(«) [(mnata) = (—1)".fa', 
. I (@) !(moate‘) = Fa’, 


tn) = +-.o), 
JS nsitPß ii) — 


f 


F(noil > 6% I) = i— 27; F($ 2). 


OD fe 2) 
f ’ 


a a | 


(351 


d 


, * 


Donc les fonctions ®a, fa, Fa, Plßı, fRBi), Fißd) seront exprimees 


comme on vient de le dire et par suite aussi les fonctions D(«-H-Pi); 





Ii% 4 Q 1); FF u -- ß 2). 
Nr Rn . 2 MM ’ . 107] 
Nous avons vu precedemment, que ®x est reel depus = — — 
| Mm) oplei) ; j Oo . u m) 
ısiua = 1 rw ei que F est reel depuis um—— jusqua a4 r% 
- 7 A _ 
Donc en vertu des equations (?2.) ıl est claır: 
p(ei) 
I) que De) et FT sont reels pour toute valeur reelle de x, ®a 
ı 
{ 1 (ei l l 
est compris entre — — et - —, et yei) entre — — et + —; 
. C ‘ C , I e e 
ni F glei) \ 
que D(a) sevanonıt pour = mw, et — — pour =mp, m elant 
I 


n nombre entier positif ou negatif; mais D(z) n'est pas nul pour an- 
ve autre valeur reelle de «. 
En remarquant, que [ae =y(1— ce De), Fa=y(ıtePe) il suit 


le ce que nous venons de dıre: 





!) que les fonctions f(a); Fa); fie); Far) sont reelles pour toute 


valeur de 8; 





?) que f/@) est compris entre les lıimites ı et +1 et /({@) entre 


/ 2 
N z Y n ng a ? at u» / } e \ J at ı9 " Oc eıtı : Tr ' tn y« 
les limit ' + Y{1+ 7), ensorte que Fu est posıtif pour toute va- 
leur reelle de &; 
Ir a a “r/lı © 
% Gi, est posilif et compriıs entre ies ımıtes — 1 el 7 Ci I = 


a entre les Iımites — ı et + ı pour toute valenr' reelle 
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j \ / \ . ” len J\, Bf 5 ’ FE 
| 4) que f(@) s’evanouit pour «= (m + I)» et F(ia) pour a— m-i\o; 
niais pour nulle autre valeur de «. 
On remarquera ce qui suit comme corrollaires quon tire des for- 
mules (22.): 
1) Soit @=0. Dans ce cas, en remarquant, que ®(0)= 0, fo) —ı. 
F(0)=1, on aura 


Pinot nvi) = 0, 
23. (f(mo + no!) = (— ı)", 
(mo -+- na) = 1. 


° “) f o 
2) Soıt =—. En vertu des &quations: 


10) 1 DR ‚{o 2 
1) der) 


on aura 
Olm++)o + nal) = (— , 
24. ( ftm+3)o tn) = 0, 
14 (m+3;3)oet na) = (—1, en 
3) Soit a Zi. En vertu des equations 
I. z ID» ID 0) 
TeDpEERU Cr Eu DER 
on aura:!: 
mot nt) = rt, 
75. s °,7 ) EEE \n 
mo +(n+z)a)= (—1)”.—, 
F(mw+-(n+3)s:) = 0. 
a I. ‚ . e a 
4) Soıt a=— 1. En vertu des equations cı dessus on aura 


| 


(mtno+ nt Dei) 
6. m tBetntne) =! 
Klon +2o+ (n+4)mi) 


I 1 


6. 
Les equations (23.), (24.), (25.) font voir, que la fonction ©{u) s’eva- 
nouit toutes les foıs que @ est de la forme = mw. noi; que fu s’eva- 
nouit toutes les fois que a est de la forme «= (m-+3)u-+noi, et que 


Fa, s’evanouit toutes les foıs que a est de la forme = mu-+(n-+-1)ai. 
15* 
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Or je dis que pour toute autre valeur de a, les fonctions Du, fa, Fa 
auront necessairement une valeur differente de zero. 

Supposons en eflet, qu’on ait 

Pea+tß9=0, 
set ß €tant des quantites reelles. En vertu de la premiere des for- 
mnules (10.), cette öquation peut s’&crire comme il suit: 
Y @.f(Pi). FPÖ Y(Pi).fe. Fa 2 
1-+e?c?p:a.p?: (Pi) PR: 

Maıntenant le quantites ®u, f(Pd), F(?i) sont reelles et P(?i) est 
de la forme 2.4, ou 4 est reel; done cette equation ne peut pas sub- 
sister A moıins qu’on n’ait separ&ment: 

Pla) .fR).FRD) = 0; Plßi).fa.Fe = 0. 
Ces equations ne peuvent £tre satisfaites, que de deux manieres, savoir 





en faısant 
Ole) = 0, CB) =0, 


SPH).F@ı) = 0, fa.Fa = 0. 
Lies deux premieres @quations donnent 2 =mu; B=no. 
Lies deux dernieres, en remarquant que x et f{ß?!) ne peuvent 


vu 


jamaıs s’evanouir, donnent 
Je=0, F(ßi)= 0, 
d’ou 
a=(m+3)o, ßB=(n+4.. 
Mais pour ces valeurs de @ et ß la valeur de ®(#«-+ fi) deviendra ın- 
finie; donc les seules valeurs de « et 3 sont = mu» et P=nm, et par- 
consequent toutes les racınes de l’equation 
pi) = 0, 
peuvent £tre reprösentdes par 
27. 2x = mo 4 naı. 
})e la möme maniere on trouvera, que toutes les racınes de l’equatıon 
fo)=®% 
peuvent tre represeniees par 
28. x = (m+3z)o + n»ı, 


et celles de l’equation 


par 
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U 2 
is 


Les formules (26.) font voir, qu’on satisfait aux trois equations 
I), Se, Fa)=35; 
en donnant ä x une des valeurs de la forme 
3. x = (m+Ho + (n+ Hai. 
Or on peut d&emontrer que les @quations en question n’ont pas d’au- 


tres racınes. 
En eflet, ayant 











7 1 f i 1 b 1 
F)o=—. en; IR) En Ze ur J/)=-—. —% 
Menc Blige pu zur ler ce 


les equations en question entraineront celles-cı: 


9 I. Ts 0) 
2 —2—2:;) = 0; Se —#:i) = 0; F(r— 2) == OÖ, 


mais en vertu de ce qu’on vient de voir dans le numero precddent, les 


equations donnent respectivement: 


1077 DJ» 
!— ;7—zi=mu+tnei; 2 Zi = (m+!o+nai,; 


2— 5; = moa+(n-+3)ai,;, 


cest-ä-dıre: on aura pour les trois Equations: 


— (m +90 +(n+ Hei, 


8. 
Ayant trouve comme cı dessus toutes les racınes des &qnations 
O(x) == 0; f(x) = 0; Fe) 0; 
(es; Je) Fa)=3; 
je vaıs maintenant chercher les racines des Equations plus generales. 
Oz) = Da, f(x) = fa, F(x) = Fo, 
ou @ est une quantit@ quelconque röelle ou imaginaıre. 
Considerons d’abord Y’equatıon 
D(a)—PDa=o. 
Fin faısant dans la seconde des formules (1?.) 


_ıc-Hta B— 1 / 


u — Bi ’ 


c.q. fd. 


II 





on trouvera 











Or —bı = - ——0. 
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Cette @quation ne peut subsister que dans Iun des cing cas suivans: 


I. sı (=) —=0, dur=o.+2mv-+2navi, 








2 81 / Ö b) d’ou ° 


— a+ (2m Vo + 2nai, 
— a +?2mo+(2n-+ ar, 








> 
3. si re) — 0, dou & 


4. s © Ze) =, dure=e.+@2m + Vo +(27r + 1)0;, 
gi o(2>) =, dur=—ae+t2m+V)o+(2n + ı):. 


Ja resolution de ces cıng @quations est contenue dans les formules (27.), 
(28.), 23.) 
Des valeurs trouveces de x ıl faut rejeter celles, que donne la 
formule 
= —a+ (2m+2)oe + (nr + 1))o:, 
car une telle valeur de & donne en vertu de (22.): 
Dax = — da, 
tandis qu’ion doit avoir Dx = Da; mais les autres valeurs de z, expri- 
mees par les quatre premieres formules, peuvent &tre admises. Hlles 
sont, comme on voit, contenues dans la seule formule: 
3. x = (—1)"t",a + mo + naı. 

Telle est donc lexpression generale de toutes les racınes de l’equation 

Ox = Da. 
De la m&me manıere on trouvera, que toutes le racınes de l’@quation 

x = fa 
sont representees par la formule 

32. x = ta + 2mo + nor, 

et toutes celles de l’equatıon 

fx = Fa, 
par la formule | 

39. z—=ta+ mo +4 anaoı. 


y 11. 
Formules, quı donnent les valeurs de O(nu), f(na), F(nua) 
expriımees en fonctions rationelles de Du, fa. Fa. 


9. 


- 


Reprenons les formules (12.),. En faisant dans la 1, 5° et 5° 
. 


> Merle: VRR 
== ni, ıl viendra: 


























Abel, recherches sur les fonctions elliptiques. 115 


ern ET, 





Pe@+nBß= —Pan—nyp + - 
34. S(an-+ ı)ß — f(rn— ı)ß + NEW] 


Fn+yß= — Fn— vB + Zu EL, 


ou R= 1+ ee. (nB).PP. 
Ces formules donnent la valeur de ®(n+ı)ß en P(n—nPß ei 
O(nß); celle de fra + ı)ß en fr — ı)ß et f(nß), et celle de F(n+1ı)ß 


en F{na—ı)ß et F{nP). Donc en faisant successivement n—=1, 2, 3... ., 








on trouvera successivement les valeurs des fonctions: 
d2PB; POP; DAB. .-. > 
fed; SB; SAW. -- faß), 
F(eß); FBP; FARB): :... F(nß) 
exprimees en fonctions rationelles des trois quantites 
pP; SB; FR 


En faısant p. ex. 2=1, on aura: 








in EL 
1--e?c?y* 7 
2 2 
In aß BE. 
>> f(2P) —— 1112209 
{9} F: 7 
F DAN un BER... j 
@P) = 14 1 e2c:p* 9" 
Les fonctions D(nß), f(inß), Finß) etant des fonctions ratıonelles 


> 


de d2, fß, FR, on peut toujours les reduire a la forme 0’ on Pe 9 


sont des fonctions entieres de Dß, fß, FR. De meme il est claır, que 
le denominateur O aura la meme valeur pour les trois fonctions, que 
l’on consıdere. Soit donc 


P, P' h P, 
. RD = 2% [ad = . „ Fud= 9, 


on BR ie 





h Ps: vY Ps 
D(r+nß ee ‚ fr +) = rn l (n+-2)ß —— O0...’ 
nr x 7: 
| 2 P' u Hi. 
m, ie, \ 2 PREN En / er Eh un e nr na; TER \ 2 En / 1 
De Zen ı, — 0, fi 7? 1) 5 m — ER “ i (22 1)i9 —n 0.- E ri 
En substituant ces valeurs, !a premiere des formules (34.) deviendra: 
pP 
0% > 6 ’ { 
pP pP. 2Jp.FP.7 
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ou bıen 


Pat — Pu (On +c?e?p? ß. P,)+2 Pr: On: On-ı SP. FB 
Ontı On-ı:(Ont e?c?gp* P.Pi) 


En egalant les numerateurs et les denominateurs de ces deux frac- 








tıons, on aura 
36. Py = — P,,(Q+ce®ß.P) + 2fB.FP.P..0..0,,, 
37. Qu = 0,_,(0: teePß.P,) 
La seconde et la troisıeme üns equations (34.) rn de la m&me maniere: 
38. Pin = — Po (G+dePPB.P}) + 2/B P-0,-.0.-, 
39. Ph = — Po. teeOR. P2) +2FB.P:. 0: Qr-ı- 


En faısant dans ces quatre formules 2= 1, 2, 3....., et remarquant, 


quon aura: 
0=1;0,=ı;, P=0; P=0ß; 
PR=1; P,=/ß; a}; P/==FB; 
on trouvera successivement les fonctions entieres Q,, P,, P,, P/, pour 
toutes les valeurs de z. 
Soient pour abreger: 
2. pP =r.,fß=y,Fß=:z et 
4. RR = GG + eer#P,, 
les formules precedentes donneront: 
Pam = Pur Ro; 
4) \p. = — PR + .. Be Br: Bus 


Im = — PR. + 2y.P,.0.-2. 
Pu = — P.‘\-R. + 23. = Pe .. 
En posant z = 1, 2, on aura: 
R=(/, rel Pf—eı + efcat, 
= ı edit, 
433.P,=— PR + 2yzP,..0.0, = ıryz, 
[" —=— PR -+2yP. ?. = — ı1— edz* +2 2Yy, 
PP=-—PR > 22P,.0.O =— ı — dat + 22”. 
Bi + ee A ee) + ec’ar.tıa’y’z?, 
Q, 2 Q@,R, v.. R, 
P,,=—PR +2y:P,_0,0,=—xR, + 27’2°’r.0, 
+. = x2y’2.Q, — R,) 
re BER P,-R, + 2y. P,-2.2. BE y-R, Tr 2yP,Q 


y 
2>5 2) 


yaQP —R, 
- 
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En continuant de cette sorte, et en remarquant we Y"’ =ı1— «© 
£° = 1 + e’x’, on verra aisement, que les quantites: 
[) Pon Pont pP Pontı r Pon+i 
n9 xyz? =, any Y ’ en) - 


sont des fonctions entieres des trois quantitds x°, y’, 2° et par consdquen! 
aussı de l’une de ces quantitös quelconque pour une valeur entiere quel- 
conque de n. 

Cela fait voir que les expressions de D/nß), f{nß), F(nß) seront 
de la forme suivante: 


en OR.fSR.FPR.T, Par + ne = P9R.T", 


) fan?) u fer +) = fß.7, 
F(oanf) = T., Fern + ß = Fß.7T 
ı 7 etc. representent 2 fonctions rationelles des quantites (OP), (/P), 
(Fo 0), 
%. IM. 
Resolution des equatıons 
D(nß) = a Sn B) ze ar FinB) = an 


10. 

Suivant ce qu’on a vu, les fonctions D/(nß), [{nß), F(nß) sexpriment 
rationellemert en x, y, z. Lie cas contraire n’a pas lieu, car les equa- 
tions (39.) sont en general d’un degre tres dleve. Elles ont par cette 
raison un certain nombre de racines. Nous allons voir, comment on 
peut aisement exprimer toutes ces racines au moyen des fonctions ©, f, / 


A. Considerons d’abord Tequation D(rP) = ou 0,.0O(nß)=P,, 
et cherchons toutes les valeurs de x. 

il faut distinguer deux cas, selon que 7 est pair ou ımpaır 

i) Sı n est un nombre pair. 

Drapres ce qu’on a vu dans le paragraphe precedent (45.), on aura 

dans ce cas Ar 
Di2nß) = YlR).T.Y.2, 

c’est-A-dire, en vertu des formules 


Seien z = y(ıi-ex}, 


Van) = ha). yla— ex \(ate: oc?) } 
Donc Fequation en x Iisehie 
(en) = LE). dr — Aar)(1 + er). 


‘ 
Crelles Journal, U. Bd. 2, Tift. Io 
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\ 


En dösignant le second nombre par #(x°), on aura 
D(2anß) = (x?) 
®ß etant une des valeurs de x, on aura 
46. D(2anß) — ds (D:P), 
equation, qui a lıeu, quelle que soit la valeur de ß. Pour trouver les 
autres valeurs de x, soit @=Dx« une racine quelconque, on doit avoır 
D’(2nPß) — 9 (D’ u). 
Or, en mettant dans (46.) & au lieu de ß, ıl viendra 


D’(ana) == H(D’a), donc: 


j 


47. D®(2nPß) = Pana); 
equation, quı revient A ces deux-cı: 
D(2na) = D(2nß) et D(ana) = — P(2nß). 
L,a premiere donne en vertu de (51.) 
ana = 2ani.(—1)"t" + mo + uval, 
ou m et « sont deux nombres entiers quelconques, positifs ou negatıfs, 
zero Y compris. 
f,a seconde donne les m&mes valeurs de 2a, mais de sıgne con- 
traire, comme ıl est aısc de voir, en l’ecrıvant comme suit: 
D(— ana) = D(2nP). 
Toute valeur de 22, quı satısfait a l’equation (47.), peut donc £tre re- 
presentee par 
ana = + (anß.(— 1)" mo + var). 


De la on tıre la valeur de «, en divisant par 27, savoir: 


; u m u 
= + (-Nrt.B+ tot d.ei) 


en an 
Avant la valeur de «, on aura 


AQ f \m-u Y it . 
48. Du = + pl)" B+Zut+&oi) = a. 


In In 
Done toutes les valeurs de x sont contenues dans cette expression, et 
on les trouvera, en donnant aux nombres ‚mn et x toutes les valeurs en- 
tieres depuis — © jusquä + ®©. Or pour avoır toutes celles qui sont 
differentes entre elles, ıl suffit de donner A m et x des valeurs entieres 
moindres que 22. En eflet, quels que soient ces nombres, on peut tou- 
jours les supposer reduits a la forme: 
m aan: Kk -t- m’, u = an.k + wu‘, 

ou A, k’ sont des nombres entiers, et 777’, w, des nombres entiers moindres 


que27. En substituant ces valeurs dans l’expression de x, elle deviendra: 
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«= +0, n"t"ß+; ut “zit kot+ Kai, 


% 


or en vertu de (2?.) cette expression se reduit A 
, m 
a. Er nd Pi» a 2 P-+ 2 + ail 
Cette valeur de x est de la me&me forme que la preeedente (48.), m et 
1, seulement sont remplacds par m’ et u, qui, tous les deux, sont posi- 
tıls et moindres que 22; done on obtiendra toutes les valeurs differentes 
de x, en donnant seulement a zm et % toutes les valeurs enticres depuis 
zero jusqu’a 272 excl. Toutes ces valeurs sont necessairement differen- 


tes entre elles. En eflet, suppesons par ex. qu'on aıt 


Fr m'’+ u m’ 
Fo tot: 


In 
= +0 (-Y"rß+z,0+ Pan 
— A 
ıl sen suivraıit, En (31.): 


mu N u 5 y u f E j . 
er et Lierk- rt tat Laith he, 


£. gr In In In 





arm 
I 


k et A’ etant des entiers. 
Cette Eequation donne: 
W"—=k2ntu m = k.antm, ("Hr —r(— ı)"t% 
Bi deux premieres dquations ne peuvent pas subsister a moins que 
—=ı,4=]ı, W=2n—y, m'=2n—m, et alors la dernitre deviendra: 
(— 1) — (—1)"t%, 
dou Yon tıre: 
(ya — 1, 
resultat absurde. 
Donc toutes les valeurs de x, contenues dans la formule (48.), sont 
dıfferentes entre elles, sı 2 et x sont positifs et moindres que m. 
Le nombre total des valeurs de x est, comme il est aise de voir, 
egal Aa 2 (27) —=Ö6n°, or V’equation P(2rß)=9(x”) ne peut pas avoir des 
0.4? 


racınes @gales, car dans ce cas on auroii —— 
UÜX 


) . 
= 0, ce qu donne- 








roit pour x une valeur independante de ß. Donc le degre de Fequation 
D:(2nß) = (a?) est egal au nombre des racines, c’est-a-dıre a On”. 


Sı par ex. n==1, on aura lequation 
4a AuZr c)(1-+e?’x?) 





©(oß) = Ha) = ( Fed): > 


(tee. DEP) —=uarı— ea) (1 te’), 
16* 


on bıen 
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et d’apres la formule (48.) les racines de cette @quation, au nombre de 


y * 
hut, Seront: 


It 


= 


0%, x = + P(-P+53): 
= +plB47) == pP+HzHT) 


2) Sın est un nombre impairr=2r2 +11. 





en P n “ . . 
Dans ce cas 0. +: est, comme nous l’avons vu, une fonction ratio- 
an+ı 


nelle de x, et par consequent lequation en x sera: 


P; 
& BE 2n1 
5. Part) = ag 





Precisement comme dans le cas precedent, on trouvera, que toute3 
les racınes de cette &quation peuvent &tre representees par 
. 5 x = Pl yrtr.ß+ tut ge), 
2n—1 2n+1 
ou ıl faut donner A m et u toutes les valeurs entieres depuis — r jus- 
gwa — n incl. Donc le nombre des racines differentes est (22 + 1)?. 
C'est aussi le degre de l’&quation en question. On peut aussi exprimer 





les racınes par 


ne u Fon. \m+4 n PR KFmi) 

x = \ 2) Mt +71 
Sı par ex. 2=1, on aura une &quation du degre ?=9. 
La formule (51.) donne pour x les 9 valeurs suivantes: 


BB); 
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B. Considerons maintenant lequation 
“x P, 

IL S(nß) ==. 

On 


et cherchons les valeurs de y, qui satisfont ä cette @equation. La fonc- 


‘ 


. P, ’ . ts 4 
tion ,- €tant, comme on a vu plus haut, rationelle en y: lequation en 
n 


y, en faisant r = %/(y), sera 


Ju) = vWy). 


Une des racines de cette @quation est y=/f?, donc, quelle que soit la 


l de £: 
ER 53. finß) = vB. 


Pour trouver les autres valeurs de y, soit une nouvelle inconnue, telle 


que y=/fa, on aura 
[ad = v(fo; 
or, en vertu de (93.), le second membre est egal a /(2u), donc pour de- 
terminer &, on aura l’equation: 
fina) = f(nß). 
En vertu de (32.) cette equation donne pour expression generale de zu; 
no = tnß+-2mo-+ uni, 
m et » etant deux nombres entiers positifs ou ndgatifs, zero y compris. 
De la on tire 





2 . 
ss +3+Zu+ Zei, 


n 
et par consequent: 


2m 
fa = f(+p+” o+la)=y. 
C'est la valeur generale de y. Maintenant pour avoır les valeurs dıffc- 
rentes de y, je dis, qu'il suffit de prendre ß avec le sıgne + et de don- 
ner A m et u toutes les valeurs entieres, moindres quer. En ellet, comme 
on a S(+-a)=/(—u), on aura d’abord: 


Kerne) = sein) 


Done on peut toujours dans lexpression de y prendre £ avec le sıgne +. 
Ainsi toutes les valeurs de y sont contenues dans l’expression 


Be 2m 24 
+. j = + 2o+ mi) 


Maintenant quels que soient les nombres zz et u, on peut toujours 








suppöser, 


—=iki.n+- m, v„—=kıntu, 
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ou A, Ak, m‘, w sont des nombres entiers, les deux derniers &tant en 
meme temps positifs et moindres que n. 


En substituant, ıl viendra 


Fr. - /e+o+lait2 ko k »:). 


4 ‘ 


Or, en vertu de (22.) le second membre de cette &equation est dgal 


SsB+Zo+f =) = y, 


quantıte de la m&me forme, que le second membre de (54.); seulement 


m’ ei w’ sont positifs et moindres que 2. Donc etc. 


En donnant a zn et x toutes les valeurs possibles, moindres que n, 
on trouvera un nombre n° de valeurs de y. Or, en general toutes ces 
quantites sont diffErentes entre elles. En eflet, supposons par ex. 

Se+=2o+£ai) =fß+ "+ Kai), 
on aura en vertu de (32), en designant par 4, 4 deux nombres entiers: 

R- nd + ir (ß -n zuge Kai) + 2kv + kinı. 

Puisque ß peut avoir une valeur irrationelle quelconque, il est clair que 
cette equation ne peut pas subsister a moıns qu’on ne prefere dans le se- 
cond membre le signe superieur. Alors il viendra 
Be - - ol rt wa sit 2koa ko 
d’ou l’on tire, en dgalant les parties reelles et les Weihe ımagınaires: 

m=m' +ikn, = wW+tä'n 
equations absurdes, en remarquant que les nombres zn, m‘, u et @’ sont 
tous positifs et inferieurs a 2. Donc en general V’equation 

frB) = v6) 

a un nombre 2° de racınes difierentes entre elles et non un plus grand 
nombre. Or gendralement toutes les racınes de cette Equation sont dıffe- 
rentes entres elles. En eflet, si deux d’entre elles etoient Egales, on au- 
rot a la foıs: 

Jad)=Yy)tt=mvw(y) 
et cela est impossible, si l’on remarque que les co@fhiciens de y dans W(y) 
Pe 


ne contiennent pas f. Done generalement Yequation (92.) est necessai- 


} rarı 1, larra 5 
remenrt dı degri „", 
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C. L’equation 
= 
On’ 


etant traitee absolument de la m&me maniere par rapport ä z, que le- 


56. Finß) = 


B77 
quation f(2ß) = ü, Na et€ par rapport a y, donne pour expression ge- 


14) 
nerale des valeurs de z: 


Ile 


a 
a 
ER 
( 
I 
It 
8 
al 
sv 
a  . 
> 


ou m et @ sont entiers, positifs et moindres que 2. Lie nombre des va- 
leurs de z est z°, et elles sont en general toutes differentes entre elles. 
Donc generalement l’equation (56.) est du degre 2° 
11. 
Nous avons trouve cı-dessus toutes les racınes des &quations 


9) =—, Sa= LE, FRnß— E 
On’ * ; 0, 0,’ 
racines, qui sont exprimees par les formules (48.), (51.), (54.), (57.). Tou- 
tes ces racines sont differentes entre elles, excepte les cas de valeurs par- 
ticuliöres de ß; mais pour ces valeurs, les racines differentes sont conte- 
nues dans les m&mes formules. — Dans ce dernier cas un certain nombre 
des valeurs des quantites x, y, Z seront &gales; mais il est claır, que 
toutes les valeurs egales ou inegales seront neanmoins les racines des equa- 
tions, dont ıl s’agıt. Cela se fait voir en faisant converger vers une 
valeur particuliere, qui donne pour x, ou y, ou 2 des valeurs &gales. 


v J ) [44 „9 . 
En faisant dans la formule (49.) 6) = --, on aura l’equatıon 
en 
"Q 2 Pin . al; \mtu % m [Ki 
58. @’ae=—", dont les racines sont c=+® (—1) — +04 ,—-#1 : 
< /l IR / 


2 [3 
On 2 7 


et ou a et ont toutes les valeurs entieres et positives moindres que 2n. 


. - [44 
En faısant de m&äme dans la formule (50.) P=2-T on aura 
R Tl 
Psn+ı . 
Pa=-———-, dont les racınes sont 
Oyu+ı 


r ach \mHtıu & m +u a 
9. een) 


m et u ayant pour valeurs tous lesnombres entiers depuis — jusqu’a + n. 


j Fon [7 .. i 
Enfin en faısant dans (92.), (56.) PB = —, on aura l’equation 
P. . 
Ja = o dont les racınes sont 
vn 


& Im 


ET Mann er. 
- : ot 5 si), 


n 


60. y — 











124 “Lbel, recherches sur les fonctions elliptiques. 


et l’equatıon 
Fa = —, dont les racınes sont 
61. ze Fir tor toi), 


sont renfermes entre les EN oetzr—1 ıncı. Sın est 
impair = 2n +1, on peut aussi supposer 


/__. 7 o. PER: 
EEREREN SC +3,71® + i) 
u x BR... BE 
u Ehe; F( +aeter ) 


n 


ou m et [1 


m et iu ayant toutes les valeurs entieres de —na-+n. 

Dans toutes ces Equations la quantite @ peut avoır une valeur 
quelconque. 

Comme cas particuliers on doit remarquer les suivans: 

t) En faisant dans (5S.) et (59.) @=0, on aura les &quations 


\ —0, dont les racines sont —=+ (u u o ;) 
62.) (les limites de m et x etant O0 et 22 — b» 
Dan, —=0, dont les racines sont x = (5% +5 7? »i) 
(les limites de m et w etant —n et +n). 
2) En faisant dans (60.) 2 — et dans (61.) a—=—i, et remar- 


— - 


quant, que fc -)=0, I )=o, on obtiendra les deux «quatıons: 


A 


| 0) (les lımites 
63. P. =0, dont les racines sont y=f( am — —ad ’ 

’ ı \ ze +2)- +- de m et x 

1 ! in a0 2,9 etant O et 
64. P/==0, dont Jes racines sont z=/f (Butt ir n—n). 


3) En faısant dans (98) @« = 5 -b —i, et en remarquant, que 


ve al 


. © I. r ww » 
d (Z- + nn = 5, on aura lequatıon 
0). == D, 
dont les racınes Seront: 
() £ m DIR 
Pen oO . L; T m+uN\ ii . 4 un FU re 
= Holm + 3-VN) + Wr.) 


5) 7 


Les valeurs de x, doivent ötre erales par paires, et !’on verra aise- 


ment, que les valeurs ınegales peuvent &tre representees par 


5 = Om+DL ++) 


en 
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en donnant a met toutes les valeurs entieres depuis 0 A 22—1ı. Donc 
ce sont les racınes de l’equation 
Q,. = 0, par rapport a x. 


7 


. - 10} 
En faisant de m&me dans (59) = — 


Ta a 
24 24 


!, on aura l’equation 


. On — 0, 
dont les racınes seront: 


a fl. mFfu f 2 BE A 1 7) 
= ( 1) Aertdtet ds r 





a 0) al 
66. y=(—ı)". mt+9a t(e+ rem) 
Ss u nu I wo I a1 
z=(—1)“.1 (m + Dt etdn) 
m et u ayant pour valeurs tous les nombres entiers de na +n. 


Parmı les valeurs de x, y, zZ, ıl faut remargquer celle, quı r&pond 
am=n, a=n. Alors on a 


() GO . 
u n u 3 
ee .o(2 + ) 2% 
/ WW) @ , 
u r u 
yv-=-YSf@+2)=3 
2: Gm 1)" F Fe > is 1 
u th Ai € Wu > 
Ces valeurs infinies font voir que l’equation Q,,;, = 0 est d’un degre 


moındre d’une unite que celui des @quations, dont elle sort. En &cartant 
ces valeurs, les restantes, en nombre de (22 4 1)°— 1, seront les racines 
de l’equation On = 0. 

G. IV. 


Resolution algebrique des &equations 


‘ [7 


n 

Ponzi ont  g Penti 

© [07 ._ er , &L —— Te f &L — — 
Oen+tı 7 ar, +1 u np 


12. 

Nous avons vu dans le $. pröc&dent, comment on peut exprimer 
aıscment les racines des qualions en question au moyen des fonctions 
F nu r t og r . ’ . “ 
2,5 F. Nous allons maintenant en deduire la resolution de cus mümes 
. . 5 . & Ct & 
equations, ou la determination des fonctions ec“), ft), HA), en fonc- 

2 n nl 
tions de Pe, fa, Fo. 


Crelle’s Jonrnal. 11. Bd. 2. Hft. 


za 
X 
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Comme on a 


P (=) mo - (2): 


on peut supposer que 2 est un nombre premier. D’abord nous conside- 


rerons le cas, ou 22, et ensuite celui, ou 2 est un nombre impaır. 


: ) % } 107 & & 
A. Expressions des fonctions (2), /2), F(Z). 
13. 
e 1. So h 
lıes valeurs de o( h fr: 4 f (2) peuvent &tre trouvees tres fa- 


ı de Ja manıere suivante. En supposant dans les formules (39.) 


cılemen! 











. C a 
Id ‚ et faısant 
1 0 & 
x = (2), Yy = fl2), 32 = F(Z), 
Pr ei. A 
ıl viendra: 
f v2—.c?x?°z? / ‘ 22 e?y?x? 
AP \ mn EEE = r BEE f 3}  — . 
L+e*tc*a ä EN I-+e?c?x* 
ou bien. en substituant les valeurs de y” et 2” en «°: 
' » ‚9er? 2er? r4 FL 1-+-2e? 0? —e?c’x* 
ulm (u) = 
‚ I-+e?c’ ' Fol ? \ / 1--e?c?x* 
(es tıons donnent 
ff 21— 20:2?) | 2 20? 0?(1+e? x?) 
- ie m — . Pe — 2 
ER I-+e?c*’x* f 1-+e?c?xa* ‚ 
2 2 2 8 


t de Ja en remarquant, me Y=1—c'x, Z= | 
ee )j@ . Fa-/fa 
z ==  yz= 
PA I+fa 
De ces eamations on tıre, en extrayant la racıne carrce, et rem- 
& X ‚f« 
y pd b 1) ı1ypc 7 > 7 vo ? - f . 
rn} ‚)3, 2 pa leurs valeurs (2), /G), (2): 
e ( ne‘ Ri ( — / = l nen .) 
we m - . l — = U le } 
‘ e: J ; + [ d{/ > F y Ü 4. | 
[*} B> 4 / «\ ’ ( a ) gr nn 
i ee} ———), f\—) = YI——— 
\2/ ’ I+- ba /° \2/ \ i+je 
ry YY ei 1] z ’ = fi 2 3 “77 - I . x 
s ii ‚fill ICH U) es 1S > of») dUON peut vonnel aux yulicurfs 
“ i k 
Y f a fe\ N nf € \ Y. S > 
tonctions YI—-} 1, 4 ( -j). 1e cette manıere on peut exprımer 
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‘) ) 


— 


f . 104 [84 /& 3 . R 2 
algebrıquement (2), iz); I! (2) en fa, Fa. De la m&me manilre 


— 


& n . . fe . . j 
(2), (4), F (=) s’exprimeront en F 3 l 9), et aınsı de suite. 


nv Fr 


Donc en general les fonctions (2), #2) r(&) peuvent &tre expri- 
mees au moyen d’extractions de racines carrees en fonctions des trois 
quantites Da, fa, Fa. 

Pour appliquer les formules trouvces cı-dessus pour la bissection 


1427 
a un exemple, supposons &= —. 


2) ‚f ®@ V (e? eo” 
Alors on aura Ha) =0,F 2 PER (az alu donc en substituant: 
u Zw C 





(7) = ey 7. “re =. (= Veto), 


1 
/ —V (ee?) 











= un, 
’& 1 Pr 
+) yYlalvere 
E 
{wo u 2. r 
= ivere) 
ou bıen 
q (2 Fr ! WERL id nr a8 Er) 
Aa) vervVers) F- 
4 
/® V (ec?) l one . z 
Bu rn — 2. 1rle+e—ceyte+e 
r(&) V(c-FV (e-+c?)) ii“ er * u; .. 
4 
‚[w e? /T,.{o 
(7) =Ve +5) = vll 
Br EN \ \ a & ; R a -\ 
>. Expı essıons des fonctıons Re) sc) Na) en 
fonctıons algebrigues des quantitcs Gx, Ja, Fa. 
14. 


C 


14 (L . [84 
Pour trouver les valeurs de ( Fr) (>), f (>) e 





fa} 


Da, Sa, Fa, ıl faut resoudre les equations 


Du PER Pont [a Zn Pont Fa EUER Penzı 
= — 3 L, — 

Orn+ı Osn+ı antı 
qui toutes sont du degre (22-F]1). Nous allons voir, quıl est toujours 








possible, d’effeetuer algebriquement cette resolution. 


B7° 
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Soient 
ja 


68. Pı = m Are + 2 a 
et 
. va = 2.0.9 (+52), vp= Erg (e— Zem), 


ou # est une racine ımagınaire quelconque de l’equation Ft—ı = 0. 


—'! 


Cela pose, je dis que les deux quantites 


vP.-uP et DPF HA B"r, 


pourront &tre exprımees rationellement en @(2n + ı)P. 


D’abord en aa ®,ß comme suit: 


de un >. (? ” rn +’ ( = rn) 
sn) (ui) 


1+e2 02 (U). g Tu 

n-t1 

on voit, que 9, peut s’exprimer rationellement en @ß. Soit donc 9,ß 
—x(®3), on a de m&me: 


er) rel) 


) 9 
R (een), (See el u@i 
Are er) I) IE 


= r) 


“ 2 u@ı k 
di a, esik P*ß 











PB.Z- N". 





+ 











on bien, en faisant PB = x: 


te) er = 


et en substituant pour /ßet£#ß leurs valeurs Yı—cx?) etyıtex: 
‚( u ua ) a ran VI Ban een =), 
®, Be 2 .—— — / 
1-re?c = 


designant une fonction rationelle, Te u membre de cette &qua- 











yyı # 
VI, A 


ion peut se mettre sous la forme 
2, 
R, + R.vla—ex)(ıtex’)], 


ou A, et R, sont des fonctions ratıonelles de x. 


{ 


Donc on a 


2 (B+: 4) Pr R, ER, .y (1 — ec Ay Feixt)]. 


En substituant dans les expressions de Wß et Y,ß, il viendra: 
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ns 


> 


>. HR, + Y[a—ew (at ex]. EZ, 0—N.K 


Ei — v[a—ex’)(ı1tex’)]. EN. R\. 


Tl —n 


\Y ß 
Iv:B 


Maintenant R, et R,, etant des fonctions rationelles de x, les quan- 


N. 


 - \ = 
tites 2,(— 8)". R, et 2, 6)". R, le sont &galement. En elevant donc 


nt 


Yß et J,ß a la (22 + 1)" puissance: les deux quantites vRrr et 
(vB pourront se mettre sous la forme: 

VErt = tt YTa— ea ten), 

WR =t—tYla—er)atenN)], 
t et £’ etant des fonctions rationelles de x. En prenant la somme des 
valeurs de (VLI”F et (d,P)”t, on aura 

art + Bet = at. 
Donc la quantite (YP)”+(Y,ß)”t" peut &tre exprimee rationelle- 

ment en x. 11 en est de m&me du produit /ß.!%,ß, comme on voit 
par les &quations (70.). 


Donc on peut faire 
7, WB m9=ıMa), 
rt + = AR), 
A(x) et A,(x) designant des fonctions rationelles de x. Maintenant ces 
fonctions ont la propriete, de ne pas changer de valeur, lorsqu’on met a 
la place de x une autre racine quelconque de l’equation 


Pz 
ar + yp = 
Van 





Considerons d’abord la fonction A(x). En remeitant la valeur de 
z=@f, on aura 


vB. v B= \DP), 


Ko) 
d’ou Yon tire, en mettant +; rt WE in R: 


kw Zn \ ki 210) (? kai, 2kw 
ar #2 BE ; 
1(C (? + Int 3 =yv(P+ +1 +5, +1 YvIß+> ti + 
Cela vr. en IRRE que 


us Zymt+h=3..m) +2, (dim n)—y Vm—n—-1)), 


—n 


Ikw 
on aura, en faisant dans l’expression de ß, P=ß+ .——: 


2n+t' 
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0 Eon 
BEER ge ER EN 
2(m+-n) 0— 20) m (ß > ro) 


4 mn) n 
or: are 3, +1 )=o(P+% Bati 


done: 
nt D (? oe ) O ß. 
\ Yıll 9) n 1 1 


Ik mi Ikw a 
En mettant dans l’expression de vß, Bß P+zsiıtn 11 au lıeu 


de ß, on trouvera 
(Kr +u)@i ko 

















“ Ih wi 2:0 e 
vB 7721 +. vr 2,0 9(ß+ 2n-t1 anZ-1 


or en vertu de (73.) on a: 
In 2 (KM +u)ai 40) )= (2 
tn tm) = AP+ Zr 

done u 

IK Gi Ikw rn IK Lu)mi 
Liß —— e = 3,0. (? - ) 
Pete PPr 2nt1 





























En veriu de (72.) on a 
= (+ u)wi 
2.0. 0.(®+- ) 
In—ti 
I. >-- 2Jum@i k L Yutn)ai 
= 9" 9“ .. - —e —)+ + 23,.0t#,Q, (? 2 . ) 
ME 4 ER; E= 
eg e N. ar 2(u—n—I1) 7) 
= » y n—+1 
fin Um gu -n—1—h’ et 





remargu tant que 6 


douc, el 
Y(ufn)a ) 
er Er u ’ 


Y(u—n—i\vi I[utn)ai ) a 
f, — — 7 een ee. ee, CT Ai — (fM) 4 BR. - 
Ale + Inti )=®. een (24 Int1 


ıl viendra 
en et 2kw 4 
| > _ık ) Fuß. 


Be 





De la möme maniere on trouvera aussı 


ac 


‘ 
KK @ı @ 7 
J p' u m {)K' N 
- - — —— ı m {$ > 
” ( 2n+1 In ) ra 
«onneror 


3 
ı te 
ı P2 


Le) 
£n 


> } rm 97 DIA ; 
, [ER Be 7 1 RR u) <h (WI 
) J (2 ei 24 -) = Y 


= (dr HB. 


a ee 


2 () ch +1 A; ( FR kant u DAR: 2 
? BE ie a an 
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En vertu de ces eqnations on obliendra, en mettant dans les valeurs de 


u \ Ike . 
DR) et a(oß), B+ oe au lieu de ß: 














10) = | | e(2+ = ee] | 
1.) = el] 





kot2k mi ' ” 
DB +5 exprıme une racıne quelconque de Tequatıon 
2nt1 
Pa, 
®(2 n 4 1) — Zn i 
Osn+ı 
Donc comme nous avons dit, les fonctions A(x) et A,(x) 


/ 


auront les 
m£mes valeurs, quelle que soit la racine, qu’on met a la place de x. 


Soient done %,, X, Xar..-Xynt CeS Tacines, on aura 


’ 1 
Ar) = nf Na) tıa) +... + Ale, 


\,(x) = ee (c)ta&) +... FA): 


Or le second membre de ces @quations est une fonction rationelle et sy- 





, ° . „r u Pr R 
metrique des racınes de l’equation P(2r-+1)B= er donc A(x) et A, (w) 
ın+1 


pourront s’exprimer rationellement en P(2r +1). En faısant 
A) m DB, al) ee 3A, 
les equations (71.) donneront 
3, _. /.1, Rı2n$ı __ tonı , ‚I, A\en#ı (4 anhı ___ 
(Y (HB) = bt; (vB) ”+4 PP) = 24, 


Jou Yon £ 


- = nd g“ Jumı 
>. vB= yvIA+y(A—BRetn)) = 3,6. 9(? + -). 


. In 1 


> 
Ayant trouve la valeur de Yß, on en deduira facılement celles 


de OR. 
En eflei, en prenant pour # successivement toutes les racınes ima- 
ginaires de l’equation H"— 1 = 0, et designant les valeurs correspon- 


dantes de et BP par 4, P,, A,, P, ete., on obtıiendra: 


m. 7 42 yantı\ Zi N 2umi 
Auen men = En. + 22) 





l 
an+ı Pr +7 zZ a lumin 
vl. d ee 1, —.D l 2,5. + -——) 
u. 22 pn BG 4n Dr u TR 
VIA+VR— BEN] = 3,%..0(P + =) 

 / i 
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De m&me on connoit Ja somme des eugyge" 





+n +7 2mo umwi 2umi 
2 =p r —) = 2, (ß —), 
. (B+ 2n-1 ar 9 tz, 1 


qui est &gale a @r+ı)P(2r 41) B, comme nous le verrons dans la 
suite. En ajoutant ces equations membre ä membre, apres avoir mul- 
tiplie la pemiäee par 65°, la seconde par 9,*, la troisicme par #,*.... 
et la (22)"”" par 0,,', ıl viendra: 


r Br ch u ui 
G +95, +6, RER +1. (ar zen) 
= (an+1).gen+Yp+ 2,0 VIA+Ve2—BrH]; 


or Ja somme 


| Mi 


u—k u—k u—k 
249, Pr, +-...t+0 
se reduit a zero pour toutes les valeurs de &, excepte pour A=u. Dans 
ce cas elle devient egale a 22-+1. Donc le premier membre de l’equa- 
tion precedente devient 
@n+2).0.(+ 5.77) 
Tr 2n+1/? 
donc, en substituant et divisant par (?2 +1), on a: 
kai 
6. (? „) — 
6. PP+3,71 


nt er +ı 


an-1)R 4 eV ER van E—Br) + 
.. +0, Y1. An rvV% Tau BEH]. 


Pour k=0, on a: 
1 n1 u di on tı ’ 
n 4? Iın ı\ n 3: 
.. . QB=PaR-+1)2 n tl IV (4, )}H- vl. A4+YV (4; gi B’ Bon )rr--- 
ze 1) 
Be YatYv( A Ian IK: 
16. 
Ayant aınsi trouve la valeur de 9,8, ıl sagit, d’en tirer celie de 
Dß. Or cela peut se faire aıisement comme suit: 


——n 
k 


Sort 
Imw 


73 (I - ‚n (2 = m 2m W 
ID. vb — 2,0 oO (? + ea Y;ß — 2.0". ® (BP -— =) ’ 


Iımnw ’ ee )a Aare] 
g (3 Em ) pP s nn) r( un BIP nt 1 





on 4a 








- In -1 u Imw 
{+ u) 28 
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De la suit, qu’on peut faire 
vB=r+fß.Fb.s;5 Sß=r—fP.FR.s, 


ou r et s sont des fonctions rationelles de ©. 
De la on tire 


79. 


BC HB = 2. 0B), 
x OP) et x,(PP) etant deux fonctions rationelles de ®ß. 


1 


Cela pos& je dis, que x(DP) et x,(OP) pourront s’exprimer ratio- 
nellement en ®,ß. 


On a vu, que 


2mo 2mo 
u. n 2pP.J I n—- 7). a) 
S—). o,ß — pBß 1 2mw 
(Here) 


f? 
En faisant P&=x, on aura une &qualion en x du degre (22-1). Une 





racine de cette @quation est —=DPf; or, en mettant P+3z- Ze au lieu 
nt 

de £, &,ß ne change pas de valeur, donc z=P(P nV .) as 

— Al vr " 


racıne, quel que soit le nombre entier k. Or, en donnant & # toutes les 
.q ” „‚ 2 2kw 
valeurs entieres de —n jusqu’a +2, o(? Pr 3-3 7) prendra 22 4-1 va- 


leurs dıfferentes, donc ces 224-1 quantites au precisement les 2 an] 


racines de l’equation en x. 


2ko 
Cela pose, en mettant P+z-; au lieu de ß dans lexpression de 


Y,ß, al viendra en vertu de (72.): 
91. +n 2(k--m\o 


d- Eu 7) — 15 fm (2 
me u 2n+1 


—n 


— a ee) Are est 
; In--1 








2 (m —n — 


I 107] 
— 2, gm—n—ı—k ( —"), 
PH Int 
2 (m—n-—-1) 


donc en ayant KEHENN, que O"tr—k — gunai-k 0: o(B+ _.—— 0) 
m nt 


— (+: On ), ıl en r£sultera 











51. 9,(B+ rule 0%.0,9, 


Crelle’s Journal. 1, Bd& 2, Tife, 18 
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De möme on aura 
U (? ö m HD.ß. 
6) ‚ >; 


On voıt en vertu de ces relations, que les equations, qui donnent les va- 
leurs des fonctions x(®@ß) et x,(9 2), conduisent A ces deux &Egalites: 


%.|9 (ß . = ) — x, (OB), 


x [eo (+ 3&,)] = x 











De la on tıre 





1 nu j 2ko \7 
a f es en PEN A a P DEREENEN 
a 2n +1 2, x |e(? | Peg, 


| +4 2ko\7 

x. (9 ß == une, Br o(@ + 7)\ r 

Or, ces valeurs de x(®ß) et x,(®@ß) sont des fonctions rationelles et 
symetriques de toutes les racines de l’@quation (80.). Done elles peuvent 


etre exprımees ratıonellement par les coefficiens de la m&me &quation, 
c’est-a-dire ratıonellement en Q,ß. 








Soıt 
x(PB) = 20, (CP) = 
les eqmations (79.) donneront 


ont ı 


' Y.ß -y [E+ v(@®— D"#)], 
d’ot, en remettant la valeur de Y,ß: 
ent 2mo 
x) a Pr an--ı ) — m 


Ne la on tıre, en mettant 9, au Ihieu de 5, et en les valeurs cor- 
vespondantes de C et D par C, et D.,: 


an+ı r 
Ye, ve — Dot) = 2, mt. o(ß+ - 


En y joignant lV’equation 











n z A 2mw 
(FRE = =„o(? + N 


on en lırera facılement: 


Ik 


let) = RE Ye, +Vie— Diem]. 


En | k=0, il viendra: 
an+ 


—_ OB+YICHY\ O—D’P)]+.. ‚+ VTCahV (Ca—Dat)]}- 


S4. OPB= = 


ee 
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Cette equation donne ®ß en fonction algebrique de ®,ß, or precc- 
demment nous avons trouve ®,ß en fonction algebrique de D(227 +1). 


[44 . 
Donc “ mettant In pi AU lieu de ß, on aura (5 =) en fonction 
algebrique de Da. 


Par une analyse toute semblable on trouvera fa “—) en fa ei 


In +1 
Fl) en Fa. 
17. 


Les valeurs, que nous venons de trouver des quantitcs ®,ß et ®ß, 
la premiere en ®(2r+1ı)ß et la seconde en ®,ß, contiennent chacune 
la somme de 2 radicaux differentes du (224-1) degre. Il en resultera 
pour ®ß, ®,ß.... un nombre (22 1)” de valeurs, tandisque chacune 
de ces quantites est la racine d’une @quation du (22-+-1)""" degre. Or on 
peut donner aux expressions de ®ß et ®,ß une telle forme, que le nom- 
bre des valeurs de ces quantites soit precisement egal a 2r +1. 

Pour cela soıt \ ’ 

0 == C0S5.7 4 sing ap 
on peut faire 
IT Pag 7 u ET Pe AI 20 


Soıent de mÄäme 


+ YJuvi 
krnn < l N h 
\ \w) PM a D, (2 ze ). 











85. zn 
N Ze Zumi 
lv! Wa 2,0 2. — ers 
on aura en vertu de (74.) 

ver) ertVe 
vilß+; ei =D) 
+5) V®). 
ur) =D 


Soıt mainitenant 


KH wu — P 
so. PP wi) (PP) 


auf (A . 
yn Ayk an—1 + . 
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F92 et Q(®ß) seront des fonctions rationelles de DP; or, en mettan! 





dh 1) u@ı . . . R 
g+ 2" er — au lieu de £, il est clair en vertu des formules, que ? 


et ) ne changent pas de valeurs; done on aura 


+n +n 5) i o -; 
P(PR) = nr int. P[eß +], 
en SW Tier 2n+1 ü 


or, le second membre dtant une fonction symetrique et rationelle des 








P,, ’ 
racines de l’equation PQ@ar +1) = 7, P(DP) pourra seexprimer ra- 


Osntı 
tionellement en D(ar-+-1ı)ß. I en est de m&me de Q(DPß). Connoissant 
ces deux quantitds, les equations (86.) donneront 


Be I ie Be — Pf OB) — £P) 
(‚p! PB) ) ıp* ß \ rn 7 Far 





or 
VB=A+tvf— Beh), 
vVp=4—y(#— Bet), 
er 


yN 


Var —Ber) = OP —IA—Y(L—BrH].POB) 
Donc on aura 

v PB) = (V' By. 12 + H,.y— BY"')}; 
ou Fr, et H, sont des fonctions rationelles de PR HR En rempla- 
cant 4, et D, et substituant les valeurs de (R) et (4), ıl viendra: 


Vlaty@t—B TN—[AtY(L _BHjPR [ln +H, ver—bn)], 
donc la valeur de 0,8 deviendra: 


37. ©,B = Par +)B + 5— + v(r—B"t) yet 
j - A u % 


+ [Fr + Hy (#2— Bi] [A+y(£2— Br) cz 

+ EEE EM + H,, v#—b’r)] I7+ vf— — Beet “ 
Par un procdde tout semblable on trouvera 
8 PP—= In +1 DE + TE+V(@ — DeH)yt 

+ IR + Ly(@®— DH[CHYLE— DH Pt 


(2 pi 





Ben 


+... [Ku + L„V(C— DACH 1 C— PHPR], 
ou Ä,, Le, K;, L,....K,,, L;, sont des fonctions rationelles de ®,ß. 
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Ces expressions de ©, et @ßB n’ont que 22-1 valeurs differentes, 
qu’on obtiendra en attrıbuant aux radıcaux leurs 22 +1 valeurs. — 1 
. u ’ si / 42 zn-+ı h>} an ; 
suit de notre analyse, qu’on peut prendre Y(P—b”"R) et Y(— Dt) 
avec tel signe qu’on voudra. 
15. 


r 164 
Laa valeur, que nous avons trouvde pour ®/{ß) ou 9(; ) con- 
nn 


tıent, encore outre la fonction D®z, les suivantes: 
e, 6, #, 


mo fm a mo 
a): > Se) 
moi j MW ‚{ moı 
I a ,: 0)» # ) 


pour des valeurs quelconques de 2 depuis 1 jusqu’a 27%. Maintenan! 
quelle que soit la valeur de m, on peut toujours exprimer algebrique- 


ment Pl)» Sn Fa) a a 


ud . 
\ ): F ) en ). Tout est donc connu dans l’expression 


de ba? excepte les deux quantites independantes de a; a ). 





25 Fr) Ces quantites döpendent seulement de ce et e, et elles pen- 

n 

vent &tre trouvees par la resolution d’une &quation du degr& (a2-H1)’—1, 
. ur . P. 1 . 

savoir de lequation === 0. — Nous allons voir dans le paragraphe 


suivant, comment on peut en ramener la resolution A celle d’equations 
moıns elcvees. 
$, V. 


C. Sur lequation P,yn, = 0. 
19. 
cc 


L’expression, que nous venons de trouver pour (>) contıendra, 
«+ 


uud 


no () In} 
comme nous avons vu, les deux quantites constantes Jemes ) er d® (- Be. 


In 1/ 


On trouvera ces quantıtes en r&esolvant V’equation 
> — 
Pop u Ö, 


dont les racıiues seront repr&sentces par 


nr ae) 
scan e( Jar /' 
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136 

P(©ß) et O(®Pß) seront des fonctions rationelles de Dß; or, en mettan! 

2mot7e@i gu Jieu de ß, il est claır en vertu des formules, que ? 

et ) ne changent pas de valeurs; done on aura 
PB; ee |+(2 + Ten], 

2n-1)? ie 2n-+1 

or, le second membre &tant une fonction syme&trique et rationelle des 

racines de l’equation Paz +) = ee, P(DP) pourra s’exprimer ra- 

tionellement en D({ar-+- 1). Il en est de m&me de Q(DPß). Connoissant 








ces deux quantitcs, les equations (86.) donneront 
Qi) 


(ET = PRD— 
ee N ir 





Tar: 
or 
vp=A+trAdh—PBN), 
vVP=A—yh—BT), 
donc 
ThiR 
EV R-Br) = OB) AV E—BN].POB) 


2n+ı\) 


vVa=WB'A+ Hy —Bi)) 


Done on aura 
ou F, et H, sont des fonctions rationelles de ®(2r+ı)ß. En rempla- 


2)‘, ıl viendra: 


cant „4, et BD, et substituant les valeurs de Y(ß) et (Y 
k 
TAN [4+ v (4 — Bet)jet [+ HH, v(£— Det], 


Br 


ent+1 r 
vIA+VAh—Bi 
donc la valeur de ®,ß deviendra: 
| 1 
I , © 
®,ß — ® 2n m 1) > 1 3,1 , If 1 v# 


2 
+ [AR + Av A—-BN)) AtV AB 
2....[F,+H,.vV £2—B”+)][A+ v#+—BHjH,. 


ı 
B’+ rt 
— I) J 


57. 





Par un procdde tout semblable on trouvera 
)O 4 / 1 / Y fr an1l tz 
3 = dE+Ie+Ve— DH 
+ 1%, + L,y(@®— DH] [C + yY (CO — Deh)pet 
en 
— RR. re u A y(@— DH] IC _ ve— DH, 
ou K,, Li, £,, L,....K,., Z,, sont des fonctions rationelles de D,ß. 
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Ces expressions de ®,ß et @ßB noont que 22-1 valeurs differentes, 
qu’on obtiendra en attrıbuant aux radicaux leurs 22 +1 valeurs. — 1 
suit de notre analyse, qu'on peut prendre Y(P#—B”P) et Y(C— MWh) 
avec tel sıgne qu’on voudra. 

18. 


’ 144 
La valeur, que nous avons trouvde pour ®{ß) ou 9(; ei con- 
“N 


tıent, encore outre la fonction D®&, les suivantes: 
6, 8, 9% 


mo f{ moi m 
en): a): Sen); 
m@ı { mo ‚{ moi 
J . Fe 0)» F rn) 


pour des valeurs quelconques de 7» depuis 1 jusquä 27. Maintenant 
quelle que soit la valeur de m, on peut toujours exprimer algebrique- 


nat a Fe) a A 


Emo) ante 
ji In) I 3,1) en ® +1 Tout est donc connu dans l’expressio: 


de 5) except& les deux quantites independantes de «; a) 





oma Fl) Ces quantıtes de :pendent seulement de ce et e, et elles peu- 

ı 

vent ötre trouvees par la resolution d’une &quation du degre (22-41)°—1, 
v | ’ 

savoir de l’e&quation === 0. — Nous allons voir dans le paragraphe 


suivant, comment on peut en ramener la rösolution aA celle d’equations 


moıns &levces. 


$, V. 
C. Sur lequation P,.,n, = 0. 
19. 
i . 14 . 
L expression, que nous venons de trouver pour 2(;—) contıendra, 
ze zu 


“u nj 
comme nous avons vu, les deux quantıtes constantes o(;- ), ws h et D (- = .) 
l en ! 
On trouvera ces quantıtes en resolvant lequation 
> — 
ER ae 0, 
dont les racııes seront repr&senices par 


(0) Fi 
«= 0(? +umi 





2n+1 
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ou zn et «x pourront &@tre tous les nombres entiers depuis — n jusquwa 
+ n. Une de ces racines, quı repond a m =0, »=0, est egale a zero. 
Donc P;,+, est divisible par x. En ecartant ce facteur, on aura une 


equation 


R= 0, du degre (?r + 2° —ı. 


En faisant x’==r, l’equation (90.) R=0, en r, sera du d 





(2r+1)”— 1 
egre ann 
—2.n(n-+1), et les racınes de cette equation seront 


+umi 
en o: mo+ 


2n+1 . 


u et m ayant toutes les valeurs positives, au dessous de 2, en faisant 





abstraction de la racıne zero. 


Nous allons voır maintenant, comment on peut ramener la resolu- 
tion de l’equation f=0& celle de deux &quations, Tune du degre rn et 
lautre du degre 22 +2. 

D’abord, je dıs, qu’on peut representer toutes les valeurs de r par 

r mW ıw 4 wi 
2. Ol) et Mlmer),... 
p 2n-+1 o 2n+1 4 


en donnant a u toutes les valeurs entieres depuis zero jusqu’a 22, ei ä 
mn toutes celles depuis 1 jusqu’a z. 


En effet e( 


mw j R 
— ) represente d’abord un nombre n de valeurs de 


2n+1 
uo—t@i 


° » N A > 4 2 no 1 . 
r; or les autres peuvent &tre reprösentees par ® (m. In +1 ). Soit, pouı 





le demontrer, mu = (2n+ı)k-+- m’, ou m’ est un nombre entier com- 
pris entre les limites —z et +. En substituant, on aura 


uo-t ai r m 'otumwi 

®: (m. .. — P(R.o+ ) 
2n+1 2n+1 

ii ei er. - en ung 

Se ® ( 2n+1 a v 2n-+1 


ER | uam i\ , 
© (mr) est donc une valeur de r; maintenant a chaque valeur 
\ FE « 


de zn, repond une valeıur differente de m’. Car sı lon avoit 
mu = (ent 1)k, + m‘ 











ıl sen suivrait 
(m, — m) = (2n + 1).(k—Ä#), 
ce quı est ımpossible, en remarquant que 22-1 est un nombre premier. 


R u @ 91 5 u 
Done (m SET) combine avec ( 


m“ ‚ 
-) represente toutes les va- 


In—+1 





leurs de r. 
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Cela pose, soit 


3 re Fe 
32 u 2 WERPE u 5 UBER unE. „ERPSPERN + pP,.r+ Po 


Les quantites p,5 Pı> +» + » Pu» Seront des fonctions rationelles et syme- 


triques de ® (>- =» P° (‚ Eu -)... .D’ Ge): or ces fonctions peuvent 


etre trouvees au moyen d’une @quation de degre 22 +2. 
Soit p une fonction rationelle et symetrique quelconque de 


. w' „f 2w’ „{ nw' a 2 
® (1) 0% Int+1 | See ,‚ vUW designe la quanlıte mot yumlt. 


Par les formules que nous avons donndes plus haut pour exprimer 








6) 


Ofn£) en DB, ıl est claır, qu’on peut exprimer ®? (m‘.; —) en fonction 











rationelle de P(>- 1) Donc on peut faire 
ee 


 designant une fonction symetrique et rationelle. En mettant vw‘ au lieu 





de w‘, il viendra 


95. [06 =] | (I a) nn): une p Gl; 


or, en faisant: 








— (rn -+-1).Kk, + ku 


ol k, est entier et compris entre —n et + n, la serie 


FE FPREEPE k, 
aura au Signe pres les m&mes termes que celle-ci: 
m n 5 


done il est claır, que le second membre de l’equation (95.) aura la möme 
valeur que 2. Done: 


el = vle ll 


equation, qui en faısant W =w et W = mw-4- wi, donnera ces deux-ci: 
b © ( vo) )] | ( ID) )| 

\Y 17 In +1 4: Yv K% In +1 ’ 

[ (v ten] J er) 

? F= Intl Be vr ınt+1 |; 


in 


ou bien, en faisant, pour abreger, 














| ‚[ vo an mo+toi 
98. CE ) =[1r,, e(v. kt) = T,,m» 
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ıl viendra: 
9. vr, = Ypr; Yrm = Wrim 
Cela pose, soit 
(p—rr)p—yr,)p—tr)p—Yr.):...: P—Yrn) 
= 9,+tn:-p+9:P® +: :--- (ann. P"t + pp”. 


Je dıs, qu’on peut exprimer les coefficiens 9,, 9, etc. rationellement 


100. 


en e etc. 

D’abord en vertu des formules connues on peut exprimer rationel- 

lement ces coefficiens en £,, £,....£,., sı Yon fait, pour abreger, 
101. 4 = (vr) + (br, + (br) + + lhrian)' 

ll sagit donc de trouver les quantites £,, £,...., or cela se pourra 
aisement au moyen des relations (V9.). En eflet, en y faisant successi- 
vement v=]1, 2...7, apres avoır eleve les deux membres a la k“* puis- 
sance, on en tirera sur le champ: 


(un) = ir + Er + + 
un = rn + rm. 


Donc en mettant pour 2 tous les nombres entiers 0, 1,.....2n, et 





102. 


ensuite substituant dans l’expression de I ıl viendra: 
n.; = (Jr) + (ir +. .—+ rn 
+ Wr + rot. pe (Pr, 
103. + (vr) + (dr)'+ .....+ (YrW" 
DR, RN + (ir) + TTIT (br); 


Cette valeur de /, est, comme on voit, une fonction rationelle et 


. . . . ” - . ® ” . . . - [2 


symetrique des 22 +2 quantites 7,5 ray «22: Paz Fioy Paos "rt Ina re: 
Pıans Paan eeee Pan» quı sont les 22 +2 racınes de l’cquation A=0. 
Donc, comme on sait, f, pourra s’exprimer rationellement par les coef- 
liciens de cette e&quation, et par suite en fonction rationelle de e et c. 
Ayant ainsi trouve les quantıles #,, on en tire les valeurs de 9, 915 + - 
Qantı5 qui seront @galement des fonctions rationelles de e et c. 
20. 
Cela pose, en supposant 
04. 0=n,+9.P+n:-P 4... 49m: Pr + 
on aura une cquation du (2n 2) Fe degre, dont les racınes Seront 


A » FR » . ı/,ı p . a » } 
y EE e 1,0? "RE br, ” ” e we Vr,n® 


La 
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La fonction wr,, c’est-äA-dire, une fonction quelconque rationelle et SsY- 
metrique des racines 7,, 7,, 73, » »... 7, pourra donc ötre trouvde au 
moyen d’une &quation du degre 22 +2. 

Done on aura de cette maniere les coefficiens pas Pıs == = + Pr 
en resolvant un nombre 7 d’@quations, chacune du (22-+2)”"" degre. 

Ayant determine 9, Pıs * +» - » », on aura, en rdsolvant l’dquation 

ID. o=p+tpır +.:...:-+ pa... +r, 
la valeur des quantites 
My Pay seree Pay Toy Paar rer Po) Fıaım Pay ver Tu. etc, etc., 





0) r ö > 
=). Donc la determination de cette 


2n-+1 


quantite, ou bien la re&solution de lequation R=0, qui est du degre 
(272 -2).n, est reduite a celle d’equations du degre (22 +2) et z. 
Mais on peut encore simplifier le proc&d@ precddent. En eflet, 


dont la premiere est egale ä e( 


comme nous le verrons, pour avoır les quantites 9%, Pıs «+ + +, Al sufht 
de connoitre Tune quelconque d’entre elles, et alors on peut exprimer les 
autres rationellement par celle- la. 

Soient generalement p, 9 deux fonctions ratıonelles et symitri- 
ques des quantitds 7,, 7a, «++ «+ 7,, on peut faire, comme nous lavons vu? 
p=vr; g=#r, 

Ur, et #r, designant deux fonctions rationelles de r,, qui ont cette pro- 
priet@: de rester les m&mes, sı Ion change r, en une autre quelconque 
des quantites 9, Far «. 4 0 + Pa 
Supposons maıntenant: 
= (vr) In + (br Ar.o + er) Ara te ct Ohr) Oro 
je dis que s; pourra Ötre exprime rationellement en e et ec. 
En effet, on a 
(vr. Or, = (brü.dr, -=- KLr)on + br) +... + lbr).0or,.} 


k le. kN a L; u: in 2 \Q. 
GUr, m) Ir m (Lr, m) Är, „en as, ı,m/ Ir,mtyi 2,m) Im H+lUrn,n) 7 wi 

En faisant m =0,1,2,..... 2n, et substituant dans l’expression 
de 5, on verra, que s; sera une fonction rationelle et symetrique des ra- 
cines "5, Fiy +... Po eic., etc. de l’equation R=0; donc s; pourra 
sexprimer rationellement en e et c. 


Connoissant s;, on obtiendra, en faisant #=0, 1,2, ..... 2, 
2n--1 &quations, desquelles on tirera aisement la valeur de #r, en fono- 
Crelle's Journal. 1. Bd. 23, Ilft. 19 
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tion rationelle de «b,r. Donc, une fonction de la forme p &tant donnee, 
on peut exprimer une autre fonetion «meleconque de la m&me forme en 
fonction rationelle de p. Donc, comme nous l’avons dit, on peut expri- 
mer les coefliciens p,; Pıs » +++ u, rationellement par Fun quelconque 
d’entre eux. Done enfin, pour en avoır les valeurs, il sufit de resoudre 
une senle Öoqmation du degre 22-2, et par consequent, pour avoır les ra- 
cines de lequation R=0, ıl sufit de resoudre une equation du degre 
2n-t2, et 2n--2 equations du degre N, 
1. 
Maintenant, parmı les equations, dont depend la determination des 


Sn 0) ai ‚ ‚ 
quantıtcs o(-- ); o( ). celles du degr& z2 peuvent ätre resolues 


Im-}t 1 In +1 
Irährimie ee [, 2 RR ”r ] 1 3 all ffe t ar tt ra > 
algebriqguement. Le procede, par lequel nous allons eifectuer cette reso 
Intion est entierement semblable a celui, qui est dü a M. Gaufs pour 
la rösolution de l’equation 


So proposcee l’eruatıon 


6. o=p,+tp-r+p- "+... +. "+, 

dont les racınes sont: 

jene a i 2 w' r n 

ren a: ee a 
ou 0° a une des valeurs de », mwt ai. Designons par & une des ra- 
ınes prımitives du nombre 22 +1, c’est-A-dıre, un nombre entier tel, 
ne 2==2n--1 est le nombre le plus petit, qui rende @* — ı divisible 
par 22-1, je dıs, que les racınes de l’equation (106.) peuvent aussı ätre 


renreseniees par 


07. Pe), Plae), Piaie), Plade).... Pla’”.e), 


Soit 
ea" = (An -+ı)k,. Et an; 
% est entier et @, entier, positif et moindre que n—+1, je dis, que 
ies termes de a serie 


m 


») 
» da Us, * ” . . . ” 27 FR 
eront tous d 15 entre eux 
En ci Sl r nn aA 
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ou u a" — (anr--1)( fi, Pr k)s 
on ar tar = nt), + h,) 
Il faut donc que Tune des quantites 2" — a“, @"-+ a” soit divisible pa: 


2n +1; or soit pose my, ce qui est permis, il faut que &”"“— 1 on 
a”® +1 soit divisible par 2; or cela est ımpossible, car m — x est 
moindre que n. 


Done les quantites 1, @,, @....@,_, sont differentes entre elles et 
par consequent elles coincident, mais dans un ordre different, avec los 


nombres 1, 2, 5, &k....n. 


Donc, en remarquant que 
Plan + Yin ta,]e; = Pla„e), 


on voit que les quantites (107.) sont les m&mes que celles-cı: 


O’(e), @(2E).... D’lne), 


c’est-ä-dire les racines de l’equation (106.) c. q. f. d. 


1 y a encore a remargquer, qu ayant 
a (22 + 1)%, — 


on aura 
at” = (2n + 1)k,0” — a”, 
donc 
Om E — 0, 
et 


05 (a"t” €) —- Q? a" &). 
Cela pos&, soit # une racine imaginaire quelconque de l’equation 


"— 10 


18. VO = C+FAI HF FRI H.... + Ra 


En vertu de ce que nous avons vu prec&demment, le second m a de 


et 


cette equation peut &ire transiorme en une fonclion rationelle de ®*(e), 
Faısons 
109. Le) = x [Pd]. 
En mettant dans la premiere expression de he), @"e aulieu de s, 
ıl vıendra: 


var) = Ela") + Eat). + Dar). +. 


e\ 
e [ 
.. oO” (a .. Ir— m—ı „= Q° (a” &).d rm —— zu ı = 0% 1; gr „1 
mais nous avons vu, que @(a"7"e) = P*(a”e); donc: 
7) (a" e) FRE gi m .@: (e) nu gr_mti Q° (& €) -- gr_m-h2, 0 Er €) nn BER 
+ 0,9: (a” 2) + 0a” e) + I.Dla" Pe)... + Mare), 
z | 
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En multipliant par 0”, le second membre deviendra egal a Y(e), donc: 
110. Yard) = H".b(e), 
ou bıen 
vo) = M.2IR (9), 
d’ou, en elevant les deux a Ja 2“ puissance, on tire en vertu de la rela- 
tion 6” = 1: 


111. KO = IP). 
Cette formule donne, en faisant successivement nm =0, 1, 2, 3.... 
..n— 1, n (qualıons, qui, ajoutces membres a membres donneront la 
suivante: 
112. yo! = REN" +" + RAT + + REN" 
or, le second membre de cette &quation est une fonction rationelle et 
symetrique des quantites @*(e), D’lae)....@’(a”"'e), c’est-a-dire des ra- 
cines de l&equation (106.); done (e)” peut &tre exprim& en fonction ra- 
tionelle de 9,5 Pı- +» Ps par consequent en fonction rationelle de l’une 
quelconque de ces quantites, Soit v la valeur de Le), on aura 


n 


113. vv — Po+ I.) HE.) LH... TO (are). 


It Be 3 : . 2 
Cela pose, soit P= cos 7 7sın—. Les racines imaginaires de l’&qua- 
tion #*— 1 peuvent &tre representees par 


6 A..." 

Donc en faisant successivement 9 egal a chacune de ces racines et de- 
signant les valeurs correspondantes de v par %,, %,....,_,, il viendra 
vv, De) + 9.Dead) + ..... + 0, D° (arte), 

n 
ER OEL DE EEEEEE Zr 20 


| 


va=Peo +9.) +. Pate) 


En combinant ces a avec ie suivante: 


rs Pi = D° (€) + PD’ (w:) + ir ch = + Drare), 


on en tıre aıscment: 
114. Pa) = + nt”. vote. vo, 40-5”, yı, +.... 
Re 07 kb > Vo, r 


et pour m aa OO: 


r DR 1 ee 4 N 
115. p’ Vi » u ı + y»v, + vv r ir + vı,h 
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22. 
Toutes les racines de l’equation (106.) sont contenues dans la for- 
mule (115.), mais puisque leur nombre n’est que 2, il reste encore ä 
donner a D®°(e) une forme, qui ne contienne pas des racines dtrangeres 
a la question. Or cela se fait aisöment, comme suit: 
Soit 


n ” 
En posant ıci e au lieu de «”e, Y’v; se changera en H'",yYv,, et ®, 
en #””",v,, donc s; se changera en: ’ 
n 
g-im, Vo, Vo, 
(gm Vv,)k (V v,)* 

La fonction s;, comme on voit, ne change pas de valeur, en met- 
tant «”e au lieu de e. Or p, est une fonction rationelle de ®*(e). Donc, 
en designant p, par A[D’(e)|, on aura 

= X[D’(@"e)], 


quel que soıt le nombre entier z. De la on tirera de la möme ma- 





niere, et comme nous avons trouve (be)”, la valeur de s;, en fonction 
rationelle de l’une des quantites 2,5 Ps +++ Pro» Connoissant s;, on a: 


n n 
vo sı.lyv) 


Donc, en mettant © au hieu de v,, l’expression de ®’(«”e) deviendra: 


a b) ın l Fr. 9 = \ —, 
116. Dar)=— m +0". set... ts gor.v” N. 


pour nm = O0: 


ge; 2 1 > = 5 
117. le) = tt... 4 5,_,.0” 1 


Cette valeur n’a que r valeurs difförentes, qui r&epondent aux 2 valeurs 
I 


de v“. Donc en dernier lieu la resolution de l’equation P,,,, = 0 est 
reduite A celle d’une seule &quation du degre 22 +2; mais cette dqua- 
tion ne parait pas en general £tre resoluble algebriquement, Nean- 


moins on peut la r&esoudre completement dans plusieurs cas particuliers, 
p. ex., lorsque e==c, e=cy3, e=c(2+y5) ete. Dans le cours de ce 
me&moire je m’occuperai de ces cas, dont le premier surtout est remar- 
quable, tant par la sımplicit€ de la solution, que par sa belle applica- 
tion dans la geometrie. 
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Ein eflet entre autres je suis parvenu a ce theoreme: 
„On peut diviser la circonference entiere de la lemniscate par 1a 


„regle et lecompas seuls, en 77 parties Egales, sı 2 est de la forme 
„2’ ou 2", Je dernier nombre &tant en m@me temps premier; ou 
„bien sı 72 est un produit de plusieurs nombres de ces deux formes.” 

Ce theoreme est, comme on voit, pr&cisöment le m&me que celui 


de M. Gaufs, relativement au cercle. 


\. VI. 
Expressions diverses des fonctions ®(nß), f(rß), F(nß). 


23. 

En faısant usage des formules connues, quı donnent les valeurs des 
coefliciens d’une Equation algebrique en fonction des racines, on peut ti- 
rer plusieurs expressions des fonctions O(zß), f(rß), F(nß) des formules 
du paragraphe precedent. 

Je vaıs consıderer les plus remarquables. 

Pour abreger les formules, je me servirai des notatıons suivantes: 
Je designera:: 

I) Par 3,0) la somme, et par 1.2 (m) le produit de toutes 
les quantites de la forme (m), qu’on obtiendra, en donnant a m toutes 
les valeurs entieres, depuis & jusqu’a &’, les limites & et A“ y compris. 


h y# j* a4 


2) Par 2,2,%(m, a) lasomme, et par ID, (m, #) le produit de 
3 \ v 


toutes les quantites de la forme ı/(rz, 2), qu’on obtiendra, en donnant ü 
m toutes les valeurs entieres de ka 4‘, etä & les valeurs entieres de 
va v’, en y comprenant toujours les lımites. 


D’apres cela ıl est claır, qu’on aura: 
tl 


Ju 
1 19. Z .J (m) a U (k) -. Lk + 1) - u. [.0.0 V (#’), 
120. T„ym) = Yeah). VRLN)+...... uk"), 


.'# rd 
3 J 


I% y' 
121. 2,2,Y (me) = 3, VW HE LkEHLU) +... +2 Va, RR), 
A Pa y ) 


122. 1„1,W0n,0) = IL, J (A,a) . II, Lk): rer... I, Lk’, e). 
. . > 
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Cela pose, considerons les &quations 


Partıp= rt, 
Osntı 


13. (font 1) = + 


Oo; +1 ‚ 


Fern tYß = ne 








Nous avons vu, que P,,+, est une fonction rationelle de x du degre 
(2n +2) et de la forme x.y(x*). De mö&me Pr, et P‘,., sont des fonc- 
tions de cette m&öme forme, la premiere de y et la seconde de z. Enfin 
Q,,4, est une fonction qui, exprimee indistinctement en x, y ou zZ, sera 
du degre (22-+-1)’—1, et contiendra seulement des puissances paires. 
Done on aura 
Piste == #S. „erh? En ae E= B +5 Bas A'. yoarıı ’ ” ARE i + B'.y; 
Fasde ——— Fu zehn)? 1 oo...» -- B'.2; Dass C, u = A + D; 

ae... + D5 Dan = lea... +D". 


von+ı 

En substituant ces valeurs dans (123.), ıl viendra 
14.2"t” L....+ B.x} — Han +1)B.{C0.2e mar... + Dt, 
Ay +... + By! — far + YVB. IC. year... +D'!, 
\ 
t 


“ 


(4 ze... +B"2} — Foan+1)ß. 0. zer... +DN 


Dans la premiere de ces Equations £ est le coefficient du premier 
terme, — P(2r + 2)B.C celui du second et — @(an -+-ı)B.D le dernier 


Ü ’ Äh N) 
terme. Donc wi P(an--ı)B est egal a la somme et u (ar +-ı)ß 
egal au produit des racınes de l’equation dont il s’agit, dquation, qui est 
la meme, que celle-cı: 


w Pont 
124. Olan -- 1) bo —, 


[4 


[4 .. r u " .» 
eneral tons les coefh- 


> 


Donc en remarquant que A, C et D (et en; 


G: 


ciens) sont independans de ß, on voit que D(2n--ı)B est (d’un coefi- 
cient constant pres) egal a la somme et au produit de toutes les racınes 
de V’equation (iA). 

De la möme mani£re on voit que far +N)ß et FOR +-N)ß sont 
respeciivement &egaux au produit ou A la somme des racınes des &quations 


‘ 


‘ 
> 
I an Ponzi 


far+yß=5, Fer+yß= ", 


us , Osntı 
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en ayant attention de multiplier le resultat par un coeflicient constant, 
choisı convenablement, 


Maintenant les racines des @quations (123.) d’apres le No. 11. sont 


respectivement : 


X 


"+. p(B + 55+1° T 3nF1 mi), 
y-= rSbtrpe +: ei). 
= (N. Ft get): 


ot les limites de m et x sont — net +. 


Donc en vertu de ce qu’on vient de voir, et en faisant usage des 
notations adoptces, on aura les formules suivantes 


>. 2 .@)- Fo 
Dian+-ı)B u 4.Zn2, —Yrtr9(P+ ni.@ ru ), 


2n--1 
+n ar 


fin + 1)? — A. > 2 En -1- mw u a ), 
FR 1 
un 


v, i a a m W —— Ko) 
F 22 4-ı)ß = 41.2.2. (+ - ); 
er 
«+ r 


Bi; \n “; mwaLtuai 
Pant) =B. 1,1 nn er ), 


i ya mo =. umwi 
(2 \2 = #'. 
JarrD Un il, Se hi Zn ) 


„-n 2 t mE} 
Fian-- „BE=B". Il, il. F(® .. et ) ö 
2 ni 








——f 














Pour determiner les quantites constantes A, 4’, 4", 3, B', B', il 


fandra donner a ß une valeur partliculicre. Aınsı en faisant dans les 
R .. » n () @ + R 2 , u ie 
trois premieres formules =— + 5 4 apres avoir dıvis& les deux mem- 
A 


. . WM WW. 
bres par Dß, ıl viendra, en remarquant que o(z -+ i) m #: 





4 _g(2 ads m ] \ AN 





( 3 
"n 1) w a) 
di = Er FIR pur BP =— + fs 
JP u 
0. F(2n-+-1)/ 
JR 


Soil 
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Soit B=Zz+Zite, on a: 


elentDatnotnni+ +2) 
efo+2+2) 
‚(2 n-+-1) e+5+7 ) 





Ja 
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„(++ ;) 


Ser +NDetno+tnmi+ + ;) 








A! — 
Y@+3+3: 
„SertVe+rt7 
=(—1)". m 


S(@+2+2.1) 


F(2n+N)etno+tnai+ 2 +” ) 








A'— Fla+ +2) 
R 2 2 
r(( In +1)e -- — 5 +2) 
=(—1] = (— 1). 





F(c+ 2+71) 


een H+1)e’ 


/(e+2) 
ear+1a+ eh 











Ces expressions de 4, 4’, 4‘ deviendront de la forme 
sant 2=0, donc on trouvera d’aprös les regles connues: 


1 


7 3, 


I = „d'' 


ur 
u -+ L' 


D’apres cela les troıs premieres formules deviendront: 











D(@ ) a ie 
RE En 
22 
126, zn +-n)ß = - S 
2n+1 
5; dr ah 
Fin VB = >. 2, 
2n+1 _. — 
Crelle’s Journal. 1I. Bd. 2. Hit 


3, yrt.p(e+ 


‚2.2 AN (— 1)" . rß 


144) 


pour2==0. 


°, en faı- 





tet 
1 ): 
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Pour avoir la valeur des constantes D, BD’, B‘, je remarque, 


qu’on aura: 


+n + n n u 
127. 11,11,2(m,#) = %(0,0).Tl,% (m,0).Tl,Y (0; 1%) 
r = }I ı ı 


n n " "7 
x 11,11, (m, u). (— m,— ep) 11, I, yv (m, —u) .v (— my). 
1 1 1 ı 


E.n anpliemant cette transformatıon aux formules (126.), dıvısant Ja pre- 
rt i \ 2 
miere par Qß, la seconde par fß et la troisieme par FP, faısant ensuile 


on () Era 
dans la premitre ß = 0, dans la seconde = — et dans la troisieme 


f< 2 
u. p(2n--1)/ 
N —  ____ an ar / ‚3 — () a U — 
Ee = —:, et remarquant que 2 = an -- 1, pouı R = 0, que 


f2n+1)/ > 10) F(2nt+1)? 
F FB 








—— ._ — —m=2n-+]1, pur =7-, et que —= 2n- 1, pour 


‘) ’ 





B == 0) 2: on trouvera: 
(on+n) = BI, (Tore) 
ER U OR ZU) 
Rn en+) = PN.rlg + rt = 
(2 71) = BD h / (2 2, u) ıM% (7 + a 








Au ER £ up nw-umı\ „.(®. mo—Uu@ı 
irre) (op mezeeN 


KH ‘) ı) ‘ı) 
rn 2 2n-1 In-I 


En tirant de ces &quations les valeurs de D, P', B', et les sub 


stituant ensuite dans les formules transformees, ıl vıendra: 
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AN/Y> EN: FERNEN 
Y’ A { ‚DM —— 
N m) (3+ Be (3— uai\ 
( u 3 
r / Toni Er Intl 


pn). R- 3) 


(; 








mi) ) 
In -F er 
mot um: ma-tumi 
r ( ‚3 3 . Y 





9 Dede 1.1 7. " " 
: Te 
: In-i 
zn ti = 
{3 we) (3-52) 
set J\P In-1 








r2(2 r m ) 
2 2n+1 


m en ui 


n 
2n-+- 1 Yf B e | I, 
I 


dw: 
j? 





mW-} Um 


I 4 L 


n 141 


om 
a“ 








gs > 
1(; 

4] 277 ee i 

)- (; In+i | 


‚Eh, 


v6 


Il,- 


u ro} ). 


In-+1 


INW — auch, 


mWY— un ara ) 
j ö . Yf ‚F zu wr , / 
u . 





In+i 
ManE 


rn) (3 
2) 
r(5+3 
ee), ( a» mwW--umw:\ 
n+ I J u) 


(9 N— UM ) 


Int) — he Or} 
G 


DE) 
ni 


„ I(8+ 





umi ) 
3 




















xn48 
Fr f3 W et) 
2 + 
u 
For Hy = 
rle+, )- (3 u: u) F(3-+, Fer). r(3 = 
n ‘) ] N N { ’ DD — ” 
\2' In | J, 
(22r-+-1)2R.Il, on = IL, a1 a 
ı ü ’ INnÜ £:- 19 
(e r BE: BER Sins —) "2 - _ A r. 
2 Int j 2. Poz; 4 
“ or 
re). Y, mi m) AN Wen mW—um\ „[, mW— uni 
In rl RI EN) 
na-+ u p(@ m 9 um u 
- ——/ ER 
2 In 11 ) 





(v) 


7»(2 
Bes 


TE) 


n r(8 
x I1,II, 
I I 


— : 





On peut donner a ces formules des formes plus si: nples, en faisant 





























\ z 
usare des formules suivantes: 28 
‚ i h | — — 
plate). p(P—e) TERT 
u Be 7 du n gg s 
pa P. ae 
„2 90, @ 
ETFERE 
u; | 
Denen 
Ei 
fi?+te). SP —e) _ r (Ste) 
„fo - $B3 0. 
2 TE ’ 
r($+e) 1— en 
des ‚2 ! n dt 
J EEE ) 
ig 
1 F m. 
„[® 
(2; e) 
Piö+ta).d '(#—e) ERROR E 
ger F2 5 s 





F: le im «) 
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qu’on verifiera aisöment au moyen des formules (13.), (16.), (18.). 


En vertu de ces formules ıl est claır, qu’on peut mettre les equa- 
tions /129.) sous la forme: 


























(an HB = 
= p?ß ;2 pP 
p* (Zr) (= iu a 
n In +1 - un 
2ntı)©ß.IL, a RE 1 
- Yp _ p?ß Ken r 

167) GT. Mm 6) a ai 

| Be P 1 2 











NER ) u “ W— u =) 
( (dt 
n nn / Int1 F ni 
j 2 2 2. 2 P 
I 1 u h. ; = = 


'D) oO. m o—+ u -) (Z in En) 
2 a Se ’ l 
Y (atrr+ an-1 +3 u: 2nt1 








> 





—— 











2 3 2 + 
DE S i Re F P 


. m 0) r.[® RT} 
n J TEIBE .) . / e +5,21 
en 773 ae TR 
. “ () N GT mW) () Ro) 
130. / ee) tt) 
yon 4 1— pP 
„fo m 0): .. uoi 0) MO—UTI 
7 „ J g 4 + u m ) ii (> -r 2, N ) 
| 2 In ’ In +1 
x IL,II, - Twu ’ —— ; 
17 } er Bi Da JR 


.[® 7 .,mo+-unV ‚[® MO — UM: 
J (= + —i- Intl ) 2(5+3 2 i+ 2n-t1 ) 


























9 





























=) 


fin ei ai ni 


i P: ( = ea _m r (2 + u noi ) 
"an 2 24V = In +1 
Ir I, F: . II 















































’ _ a fr 2% u ie 
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Ces formules donnent, comme on voit, les valeurs de @@n-+1)ß, 
fan+ı)B et F(2n+1)ß, exprimees respectivement en fonctions ratio- 
nelles de @ß, fB et FR, sous la forme de produits. 


Nous donnerons encore les valeurs de far + ı)ß, Far -+1)Pß sous 
une autre forme, qui sera utile dans la suite. 


On af =ı— PP, donc 
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fr (Fi+e) rn fr (Fi+ «) 


or en vertu de (18.) on a: 
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done: 
1 zig 3 1 ao? 
ur Fr 1 etc?  g:a 
1_ SP? fe e* pP 
I 0} 
P(Fite) Site) 
On trouvera de möme: 
F: B p? P 
F’a 1 e?+-.c? gta 
Mae.» Sale 5 Tas ig A -— Sa 
” () () 
Pr (5-+«) (5 +e) 


En vertu de ces formules, et en faisant =0, pour determine: 


le facteur constant, ıl est clair, quwon peut &crire les expressions de 
fan+ı)ß, F@r +1), comme suit: 
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L . . 

ans ce paragri 
fir. 2), F(nß), que dans le cas des valeurs ımpaıres de 2. On pourroit 
1 vet es eX| 


i 


de 25 mais comme ıl n’y a dans cela aucune difheculte ei que d’ali- 


vessions analogues de ces fonctions pour des valeurs pai- 
res 


es tormules, aux quelles nous sommes parvenus, sont celles quı nous 


I » ı% 
ILUTS ich 


. 1 ” . . . 
seront le plus utıles dans la suite, je ne m’en occuperai pas. 


VI. 


Developpement des fouctions ©u, fa, Fa en series et en 


prod uits ınfınıs. 


+. 


- a 2 ‚ Ct 
En taısant dans les formules du paragraplıe preceedent BB m 
o In „ l 


on obtıiendra des expressions des fonctıons Da, fe, la, qui, a cause du 
2, peuvent &tre varıces d’une infinıte de manieres. 


nombre indetermine 
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Parmı toutes les formules, qu’on obtiendra ainsı, celles qui resultent de 
la supposition de z infinı, sont les plus remarquables. Alors les fonc- 
tions ®, f, F disparaitront des valeurs de Pa, fa, Fa, et on obtiendra 
pour ces fonctions des expressions algebriques, mais composees d’une in- 
hnite de termes. Pour avoir ces expressions, ıl faut faire dans les for- 


Ex z & 
mnules (1?6.), 130.) B = —— 
73 \ J | 2n-t1’ 


membre de ces &quations pour des valeurs tonjours croissantes de n. 


et ensuite chercher la lımite du second 


Pour abröger, soit vo une quantıte, dont la lıimite est zero pour des va- 
leurs toujours croissantes de 2. Üela pose considerons successivement les 
troıs formules (I26.). 

En faısant dans la premiere des formules (126.) 2 = InLt’ ei 
remardguant que 


+n +n 
131. 2,2,.9(m,u) = a 6( “7 0) 1 2.0: N, 0) E= 3,90, ) 


Rn 


n n 
+ 23,2, 0m,0) + Km —n) + 9m —p) + k— mn), 
1 I 


il est clair, qu’on peut mettre la formule, dont ıl sagit, sous la forme: 


l a u. = („[t+-mo a—mo\ | 
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Maıntenanl, en remargquant, que 
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ou -f,„ et DB, sont des quantitds finies, la partie de l’equation (132.) jus- 
gu’au membre, quı a le sıgne —, prendra la forme: 
1 e 1 n | 
erg Dei r (Zr —+1)° j 2.(— 7 Au +2R,); 


or ia limite de cette quantite est evidemment zero; donc, en prenant la 








limite de la formule (152.), on aura: 


l n n 
0a = wie lım. 2,2&,(— 1)". (n— m, n—u) 
c ı I 
N , n n 
== - lım. 2,2, — 2)”. (n— m, n—u), 
-C ı 5° 


cu bıen: 


n ı n ı 


r) 1 . u, F Kanal. 
I54. Pa = —— lım 3,23, — 1". (m, u) 
ec © 0 
BER | 
u == lım. > > ee ra .‘ f (zn, U)» 
F} o n 


Il suffit de connoitre Tune de ces limites, car on aura lauire, en 
changeant seulement le signe de z. 


Cherchons la lımite de 
r—} n—l1 


/ \m-kı ” / 
3,3, rt tm, pn). 


© 16) 


Pour cela, il faut essayer de mettre la quantıte precedente sous la forme 
> F 
P+%, 
ol P est independant de 2, et v une quanlıte, qui a zero pour limite; 
car alors la quantite P sera precisement la limite, dont ıl sagit. 
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1/0 


Uonsiderons d’abord l’expression: 
7 ı 
>,(— 1)*.L (m, u 
Sof 
ı) & 


a — (mwtuwiı,’ 2 





135. dm, up) = 


et faısons 








2a 
2 f° ] } u Dr EEE ? 
136. (m, u) — (im, u) = On Bus 
on aura: 
nt n—ı n—ı 
137. 2. — NY“. L m,w) —2,(— 12.I(m,u) = 20.2, 1)" ai 
Il. Am . J 4 \ ) u JM\ var Me N J 7 112° 
. ’ Fr) 


oO 


Cela pose, je dıs que le second membre de cette @equation est une 


quantite de la iorme —— 


„ 
In 41 3 


D’apres 
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D’apres (12.), (13.) on aura 


{ 1 p(A-4 8) tr A—e) _ 2@P.fe.Pe 
EEE, 
rirre) ° PB—e) y(dtE). pie) pr p— pe 





a m) — €, 
donc en faisant PB =. — et „mot ==;T et fe.Fe=be, on a: 
< N 








v(m,p) = Int1' 7 = 


Maintenant on a: 








a As 
ee) FPaR) TFT + (2n+1)?? 














.donc: 
(- _) 9 3 2 
Lim — In l „Ss Eu En q 
FOL er (nt tn 
Aare ed dere 


et par consequent: 








L (m,u) — Bm.) = - ._. 
(In = 1)? ’ jem .) ar 
+1 





2 
o( Eu ) 
dr 24a In 1 
nl & > , (> u) 
F In+1 Z 2n+1 


Donc la valeur de A, deviendra 


(5) + Aa? \_ 1%: ONE 
IBPET BIETER N 2 2) Du AR EI 


& 
2 PR 
F 2nt1 2n-t1 Int In--1 


Cela pose, il y a deux cas a considerer, saveir Sı 3,1 a zero 























135. R= 








pour hmite ou non. 


ae) Sı FEN a zero pour lımite, on aura: 
I B,,.8ı 


rem eu Frey, + Qnt1)°? 


(= Yı- ro] alt 


In-1 
D.n«* 


en) . SFr v (2n +1)? 
ou B,, C,, D ont des limites finies; done en substituant: 
‚Fk. 21 
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1 Cu 
i z (2nt-1)? 
139. R, Br Aatınz MDa* er €, 
ER r Fin Ben u 
Ei, Taf: | (2n 1)? 
a? ie 4 
Bu = 2 — C,4+ Bu 





R; a?\2 cer\ 4 Da#* np 
7-05 5 Br 
€ Eu (2n-+ 1) Eu ' (2n-+1) 


or soit que €, soit fin ou infini, ıl est elair, que cette quantite conver- 








gera toujours vers une quantitd finie pour des valeurs toujours croissan- 
tes de 2. Donc on aura 

140. R, er, U, 
ou r, est une quantıte finie independante de n. 


y® c 


b) Sı - 3,21 a pour limite une quantite finie, il est clair, qu'en 
Jı — 


nommant cette limite d,, on aura: 


ii 
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141. R — I d: -1- DV, 











} y*(Ö,) | 
> h IP ) . 5 . \ RB 
Cela pose, considerons lexpression &,(— 1)". u 
y (2n—1)*? 
14 < F 1)“ Rn, l iR R & RB R 1 
Bi @n+1j)? . (ni)! TEE 2 3 .... 


+ (1) R, ae. 0: 5 0 —R,.+R a —Rr.. + 2"".Racıl)- 


Supposons d’abord, que - 





FE: ait ponr Jimite une quantite finie, quelle 
que soıt la valeur de u. Alors en remarquant, que 


= 2, 


“+1 


on aura 
) BEE 1 I 
R, ne R —Lı DV, sc DO +19 


done 

= . =. A. 1 . 4 R B 

a el ar yenwort 
«ni FAT - ) 

ou An ou 2—)}, selon que z2 est pair ou impair. La quantite Ba 


toujours pour limite une quantite finie, savoir B= 0, sı n est paır, ei 


R rn ® “ e ei . 
’ — A4i,_,, sı na est ımpaır. 


n7 N ” ’ 
Maintenant on sait, qu'une somme telle que 


> u" „I jf h 

vv, tv, —----t ri 2 — Vin 
peut &tre mise sous gr“ San k.v, v ayant zero pour lımıte. Donc en 
substituant: 
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ß R : > 
Ee-- 1". N in k.v+PB i 
o In-1)* (2n-i)? 
k r ’ \ x » . . h A: _. B 
or, & etant egala 2 ouä 2 —1, et B fini, la limıte de Er 73 sera 
— IM 
zero, donc: 
r 2. \ R, V 
143. Zn)". - e 205 —, 
0 (Zn--1)? 2nti 
. m j ge 0; 
Supposons maıntenant, que >... % zero pour lımıte. Alors — 
zn—1 In 1 


’ Re i u 
a egalement zero pour lımite, a moıms quen meme tems In n aıt 
pour Jimite une quantite finie. Soıt dans ce cas v le nombre entier im- 
mediatement inferieur A Yr, et consideroens la somme 
R—R+R,—R,+....+(— 1)" 
En supposant, que u est un des nombres 0, 1, ....v, il est clair, que 
€, mo-tumi 
2n+1) 2nt1 
sera une quantıte finie, et par consdquent 
f \yv— 
R,—R,+R,—....+(— 1) g u ei 
ou R est egalement une quantıte finie. 
Considerons maintenant la somme 


GER, 4! MORE AUGE NE APUEICHIRNE. © SEES) .e 2R > 


Sı woärg a pour limite une quantite dilferente de zero, on a, comme 


> 


a zero pour limite; donc, selon ce qu’on a vu, Ä 
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& 
2n+ 


on verra: 
L 


R,— Rn. = u — Un; 
sı au contraire .. a pour Jimite zero, on a: 
2n-+1 
R,=+tv; 
or, si en m&me tems u>yn, il est clair, qwen verfu de la valeur de R,, 
v.= B, _ Cu; 
or il est clair, que B, et C,, tous deux, ont pour limites des quantitds 
indöpendantes de u, done en nommant ces limites B et C, on aura: 
Lt, —= b— C+ Du, 


et par suite, aussı dans ce cas, 


R, u Rz — DV, une VD, +1’ 
& ’ za Pr 
Donc comme dans le cas ou 3, K1 auroit une limite dıfferente de 
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zero pour toutes les valeurs de u, on demontrera que 


(— 1)’ EN im v 
IR,— RB, t+::::-+(— 1) R,_,} = 2Znt1)' 


Or+i: 
r 21° 
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Maintenant en combinant les equations ci-dessus, on en tirera 
n—ı R, 1 
3, — 1)". — : 
u. e (2n +1)? (2n- 1)? er ar 
a zero pour lımite, donc 
65 >, 1). R an ER 
(2n +1)? 2n+1 
Donc cette formule a BERSR lieu, et par consdquent la formule (137.) 
deviendra: 








Y 
ErrY 








n—ı 





144. 2,(—N)" Um, 2. 1)".Ilm,u) = ——. 
. . 2nt1 
A ; ee v 
Cela pose, ıl s’agıt de mettre Z,(— 1)" (m,1.) sous la forme P-+75; IT 


Or c’est ce qu’on peut faire comme il suit. On.a: 
ı 


I 
nn 1 Ö o 
| 3,—2"#(m, ph) = 2, (— 1)"#(m,a) — 2, (— 1" (m,y) et 
s 


n 


14 
\E,u-nn. (m,u) = (—1)" /9(m,n) —#(m,n-+1) + (m,r-+2)—....etc.}. 
Or d’apres une formule connue on a: 


(m, n) — $(m, n+-ı) + ${m, n +2) — ...... 








oe m. ın) c3 dm, n) 
= Iö(m, n 0 . B. — ia. 2 
)+ RER ra 1 f 
ou A, B.... sont des nombres; or 
Q/ I 
m,n) = = 
öiei ) — (mw-t-nwi)?? 
done en substituant: 
&£ 4demwi.n 


e(m,n)—#(m, an) +....= 


De la ıl suit, que 








a@? — (mo + nai)? + fe -meotnayp tt 


a A 5 
Donc en vertu des dquations (145.) 
ni 0 v 
&,(—1)"d(m,u) = 2,(—1".4(m,u) + 3. f1’ 
6) {6} - - 


et par consequent 
pl \u.f,f S / | / u 
x) Mi. PPEERENEEREN , \u / 
1406. u ZT 1) vim, u) — u 1 5 dm, L) —_- chf 
© {6} 2n-+ 
26. 
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Ayant transforme de cette sorte la quantite &,(— 2)". Y(m, u), on 
o 


tıre de l’equatıon (146.): 
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n—ı n—ı n--T Um 
147. 3, —21”"t"L(m,u) = 3 — 1".0.n+ 2. —_ 
Em Zu— 1) Y 1) = ( J .p +2 Int1’ 


148. Om = S, (— 1)". (m, u); 


o 





en faisant 


or 


=. ? Um Pa vv tVır +V;.... vn BER — Bee ee 
Rn t1 anti Pr 2nt1 er 


v ayant zero pour limite. Donc lequation (147.) donnera, en faısant 
rn ınfını: 





n—ı n—ı 


149. lim. 3,23,(— ”"".Y (m, u) = Ein 1)”. 2, 


De m&me, si l’on fait, pour abreger: 


I 





d, (m, k) — 


BJ 


150 a’ — (mw— uwi)? 
" nn 
em = 2, — 1)". 6, (m, K), 
on aura: 
ä n—ı n—1 
151. Iım. 2.2, —1)"*“..b,(m,u) = zn". Om: 


Ayant trouve& ces deux quantiids, dont nie de 9% est composee. 
on aura, en substituant: 
677 ER PB >.(— 1)" = Sn | ( 


ou bien, en remettant les valeurs de g,, et p 








m) 
152. 0a = 
2 j 2« I W 
3. 1)” 5. N 7 T\ [ ze FITE 
ec o 17 (a? — [(m+3) | (u+3)@i] @ — (m +3)o+ 3 wi] 'f 
Maintenant 
2a 1 














a—|' mt, Wr +(u43) wi? u (m-+-3) 147) + (4-3) ol + [04 -- mi iv —- “+3}) @r 
done: 








2 2a 
a — (m +3)0 —(u+3)wi]* 3 — [(m--3 o+(u+3)0 1]? 
2u-!1vai Dutl)ai 








= FEFmtHoP Fa Fe — mr dalFarHre” 


donc lexpression de ®& deviendra sous une forme reelle: 


193. Da = 














En Qu+N)® ... 
Tri | a (m+t3)ot+a+3)0® Le+m+3)o|+uts)°@® 


c’est-a-dire, on aura: 
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154. 09a = FL — +... + (— "du —....) 





ex 
fa) \ Aw] \ / 
u 261% HE H+t.... + VE...) 
bien: 
{ 3 2 











= i Fr Eu 0m? + Ben. 
le—(m+3,o]’+ rs [«—(m+3)wo]? 4 [«—(m+1)0]° + 














155. 

N, 1 3 5 

I ET > + mE 

/ UELTT Kell @”“ T- 
le + (m+3)o| 77 «+ +(m+3)o]? +7 zn [« + + (m+ sw] + 

Sı Yon commence la recherche de z lımite de la ala 
n—1 a ji 
>,2,(—1)"t".y(m,yu) par celle de Z(— 1)" :b(m,p) aulieu de celle de 
© 0 0 


n—1 
> (— 1)" ) (m,w), comme nous l’avons fait, on trouvera aulieu de la for- 
OÖ 


mule (53.) la suıvante: 
156. 057 — 





& N u 

1 Ss (3 =. — 1)", \ (2 IL n- 1)® Qu + a 4A 

ec 0" 0 \e—(mt3)o]|’+ (u+3)?0° |e+m+3o]+ (ts) m) 
t-a- dire: 





157. 9a = — 9: +9: — 754... + Na +1), —....) 























© & 
rg Zr a4 pa Pe 4 r \u \ \ 
Ki —. &— 94798 75 ....4+(—1) Bu tl)e—....), 
OlL 
+ 
. W\“ R IW\” a IW\ ? wu 
| («- ) +(u+3)’o0° («-%) +(ur+3)’@° («-%) T(urz ’@? 
158.3 . 
| | + 
m— .- > een e- fer 
() ri N I) \“ z 
| («4 ) + (frz) @ («+ T \A#r3)°@° e+,) t(utz)’o@? 
27 


Cherchons maintenant lexpression de fa, au moyen de la deux- 
® / ‘ a \ » e & 
icme des formules (126... En y faisant P = In +1? et remarquant, 
rn «N 


qu’alors la limite des quantıtes contenues dans les deux premicres lıgnes, 


devıient ezale a zero, on aura: 
n 


159. fa = lim.(—ı)"3,3,( 


„Dr. y(a—m, n—p) 


n 

2 
I 
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1 
| - / In > SE m . 
+ lım.‘—ı) nz, —1)”.), (n— m, n—u), 
ı 
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ou Ion a fait pour abreger: 











Y(n—m, n—ı) = \ f 





een) 
f 


Br A eg bed und, 
ı,(n N, n Ih) 2 1t In+1 +/ ‘- 





2n-t1 


Maintenant on a: 


SB—) +[6—) = ra ne f8 


> 4 
p*E.p* etc gpe p: 

















Soit zz 
01 
. re 


on aura: 


= —ie.9(? +Ji—) = —iee.g(e=mtbete unten), 
N 


F iV (e?-+c? ed 
Fi u a a Dr — Iiy(e®+e). Vers 3) ‚Fe 2) = ) 


ne unbe Ti nd sin ai 
u ci.F.( In+1 =). 


Donc on aura, en substituant et mettant 2 et u respectivement au lieu 











en 
22) 
"2 
nn 
on 
Ne - 
we 





den—metn—u: 
(TE o+(u-+3)9 ") [ir + ( e-Tse) 


> 1 
Lim, u) = —. —— "+ ea +1 —- 
zen) ee] 
In+1 In+1 


On aura la valeur de W,{m, u), en changeant seulement le signe de :. 























En faısant maintenant 

m = n+Deten nm 
et 

Im, u) = — I, 
et cherchant ensuite la Iimite de la fonction 


n—ı ı 

E> un 7 m 3; 

2. 3, (— 1)". yo (m, u), 
0 


de la m&me manicre que prec&demment, on trouvera: 


n—1l n7—] 1 Q : ' 
. < —— u ı 
lım. in =, NT nn, A) EEE N > >n ! > — 1)" ’ 0 (mr, ZI 
0 [6 e 2 ‚0 


et 


n“-ı nl 
a — a \mn, Mi \ 
lım. u ın, 2,—]1) D, FT, 0) 


[F7 ı) e© 16) 


—. 2,f2 (— 1)” R d, (mi, u): s 


m \ 
VO 
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once en substituant dans (159.), et remettant les valeurs de #(m, u) et 





d 


oe /m, u), on a: 


160. fo = 
ai 2m to —Ru+t1)ai i 








ı 2 SS , m ) 2m +No+QRu+Ns: +- 
we Ze ) ta: —| n+3)o+(u+3)@i]? . — ((m-+3)o— (“+:)0:i]2) 


L,a quantıt@ renfermee entre les ee peut aussi se mettre sous 


la forme: 
2fe—(m+3)o] Yfe--(m-+3)o] 
[ae —| mt 35)w]|* +(u+3})?o02 le +m+32),o’’+(e+3)0? 


done aussı: 




















161. fa == 
ı 2 2 Je —(m+3)o = 2fe+(m +3)» ! 
| 7 + Zu — .(—1)" | r\ +3) Bed 
U Termtzal+Hurs)o 


—. 
— 


Pe 


.. 

2. (—ı)". 

Z 2a Te m+3 w]° + u+: > m? s 
On aura de la möäme maniere: 


162. Ffe) = 
S /_yy 2u+No =+3 u e Qua 4 
u o? / je-+(m-+3) )w]? 4 u+3) \o2) 








1 55 Bu‘, 
PERD "mphaf +u+}® 


IS. 
Venons maıntenant aux formules (150.). Pour trouver la valeur 
du second membre, apres avoir fait P= „—ı—, etsuppose 7 infini, nous 

In-1 4 


ılons d’abord chercher la limite de l’expression suivante 
f  ( a ) \ 
/ Int 1 

a ( aa 


n p* R Re 


2nt1 


mil.« Zug ', 
I (> & ) 
In 1 
Bw BR; ee 
7 ( 2n—+1 


ou % et / sont deux quantıtes independantes de z, m, p. 


En prenant le logarıthme, et faısant, pour abreger: 


() 
rn 1 


PTR 
m rr mi—k 
> (? -— ) 


4 

















/ 


/ 











on 
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on aura: 


n n 
165. logt = 2„2,./(m,p). 
I A 
n 


Considerons d’abord lexpression: Z,Y(m,a). Soit 
I 





a” 
FNGREHERARRENE.i —f 
2 y (mu of h je" 
166. d(m,u) u log n re ik)’ y 
(m o—- SE) 


on aura: 





 ( & 

7 3) 
_ ee 02° 

7 :( anti ’ (mw +-um@i +1 i 








L (m, u) — 9 (m, u) = log‘ 





a? & 
1— ——; | —— 
(mw uvi--k)” 1 Tex 


(m w ‚> U@I— | 


In - 





Cela pose, je dıs que le second membre de cette equation est pour toute 
valeur de »n et u de la forme: 





/ : WO — v 
Yu(m,u) — ® (m, u) Intı 


Pour demontrer cela, ıl faut distinguer deux cas, sı la limite d 


mo-tuni 


a est une quantite differente de zero, et sı elle est egale a züro. 
N « 


«) Dans le premier cas on aura, en nommant « Ja Iimute, dont ıl 


@ 














sagıt: 
‚[mnoetuaitl\ _ 
e( ni )=Pato, 
‚(mot uait! R 
a en) u Zu 
r & a® v’ 
9 a — (2n+1)? r (2n--1)?’ 
done: 





.(_® ) 
Y ( en a3 ı ER 
Kos WISE" je (Rn +1)?y?a 2n +1)’ 
4 In+1 
ö 14 
g?(- -) . 
Int 1 & 


a. ee uch (2n+1):.y°a + (2n +1)? 
{ 























2n+1 
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On a de mÄäme 














a? u: ai > a? a E 
on (motusi+k)* we; ‚„ Imw+uwi+k u es 2 20° 7 9nt1)2? 
7 + (2r +1)? ı l 4 (2n+1) a (2n+1) 
2n+1) 


a? a? # 


EB 
— ———— = 1— j 
(mo+ uwi+!)? (2n+1)?a? + (2n+1)* 











En substituant ces valeurs, l’expression de L(m,n») — #(m,u) pren- 


dra la forme: 





1 a  NSBEEHBRRE.. UNE 
(2n +1)? (nt)! 


ew , an 
Y (m,») — (m,w) = log: ® 


BOB: BE. Re: 
(2n— 1)? . EEE, 


les quantites v, v', v,, ©, ayant toutes zero pour limite. 








On a done: 





log ( — 1) — 5 
5 \1 2n—-1)? (2n--1)? eic., 


et par consequent: 


L(m,u) — P(m,u) = 





(2n-1)? 
mot umi 
2n+1 

nun dl de, (mot uwi+xk)? (mw tuw@i+k)* 
f) an nn nen EIN. WERE? ME BNANREREGENIERER. IP. ARE. SEENGGIE EE 
$ | 2n+1 (2n 4-1)? r4: (2n+1)* + 
2 u un tie ı / as 
e( ) = ne ri maomtr.- 


Int1 





b) Sı la lımite de la quantite est egale a zero, on aura: 








done: 











u —— u 2 





„fm ou wi + k | i , (mw tuawi+k)* j 
4 | 2n+1 ) EEE 2n +1) 
\ 


Sı maintenant mw+ ua! ne va pas indefiniment en augmentant 








avec nz, on aura: 


’ @& 
7 rg) N a? B 
7 (? DE u ee aus (mo-uwi-tk)? ” (2n +1)?’ 








1 — 








Intl 
de m&me: 
2 X 
ze 
2n1 a? Ü 
a = 1 — 
pi: er »resth (mot uvi+1)* + (2n +1)?’ 
2nt1 








1 — 








! 


ans ce cas: 


done ( 
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B' 
I 
Lim, 1 — { i - los IE N: |. 
TE au 


D' et C' ayant des hımites iinıes, ou bien: 








we n 

L n.U.)— m, U) = —— 
Ont1)2? 

la limite de D etant egalemient une quantıte finie. 


Sı au contraire la quantite mo #91 augmente indefiniment avec 




















N, on a: 
ve 
F 2n—1 
Br mo + u Diı\ a? 
> ( e 1 -) Mus: -/ 
In +1 a* _ (mo +uwit+k: 
— 2 Ei = |I ne 1): ° “u 
1 a L In-+1) 4 se 
(mot uwi-k)? In+1 ) \ 
| 
x —; 


vn 7) —usi+k)® 
md otn@itk 


or les quantıtes _——, — ont zero pour hhmite: RR 
1 ’ ma+uwitk?’ Intl pour Iımite; donc 











la quantite pr&cedente sera de la forme: 


dd 
1, 





a? 
17 (2n-+1)? 
A’ ayant une quantıte finie pour Iımite. En changeant # en /, et de- 
sıgnant la valeur correspondante de 4 par 4,,la valeur de Ylm,w) —-Om,u 


deviendra: 











a? 
N WI 
/ \ Afr \ . + a a | a? (A — _T) 1 
m, u) —P(m, u) = ı = 33-t+ — 
En 7 (In--1)? I BE 
De Fe] A.\ Ale, (ent 
In 


Maintenant la limite de 4‘ esi la m&me que celle de 4; or ıl est clair, 
que cette derniere limite est independante de #, zz, a (elle est en efei 
egale au coeflicient de #* dans le developpement de @’z). Done on aura 
4'=M + ı, 
et en changeant & en /: 
Z—H+rv, 
don 4'— A’=v—v'=v. Done A’ — 4 a zero pour limite, et par 
consequent on a: 





" 
Lim, KR) — 4 (Mm, 1) au 12n 1 =. 
u 





Ya 


’ 
’ 
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Done nous avons d@emontre, qu’en faisant 





m,u 


167. Ylm, ») —9(m, u) = Ontpr 





la limite de A,,, sera €egale a zero toutes les fois que mw + „ai aug- 
mente indeliniment avec 2, et quelle sera egale ä une quantite finie 


dans le cas contraıre. 


23. 


ii 


Cela pose, considerons la quantıte 





> . \ 
z=,w\iM, BR). 
1 


Ein substituant la valeur de L (m, ge), ıl viendra: 
n 


r | n 1 
nn — r / \ En [ | 
IH. 2, pr (m, 5) m 2,0 m, #) + (2n+1)?' 2. (Ama) 





Soit y le plus grand nombre entier, contenu dans Y, on peut faire: 


>, Ann E An, + Anı Tr: + 4, 

+ Aus + nt: + Ama: 
Or, d’apres la nature des quantites 4,„,., Ja somme contenue dans la pre- 
mıcre ligne sera egale a v.4A,„, et la seconde egale a A„(n—v—1), 


ou 4, est une quantite finie et 4‘, une quantite, qui a zero pour lımite, 


done: 
>, An. = Ant (nr -v— )A„. = (2r+2).B,; 
I 
OU 
B a vV A Po TEE | A‘ 
"= t pe 


Done la quantıte DB, a zero pour Jimite, en remarquant, que v ne sur- 


passe pas Y. 
n 
Par la l’expression de &,:/ (m, u) se change en: 
I 


n n B, 
169. &,/ (m == 2. P(m, &) en 
u Y > KR) . FR > I + In +1 





n 
Pour avoır la lımite de 2,9(m, A), jecris 


n ‘e 00 & 00 
>,ım,pn) = 2, m, u) — 29%) = >, Km, u) — 2, Km, u + n). 
1 1 nel ı 1 


lee) 
Or on peut trouver la valeur de &,#(m,w-- n) comme suit. 
I 
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On a: 
TuBR Be 
; 2 \ai-t-k]? 
Hm. utn) = log no u ik] | 
B «& 
- en 
| [no (u+n) ai 1]? 
PT 1 A 
an Imo+(u+n)aitl °— |mo+(utn)ait+ x] 
er „al 1 i N 
iu — rn 
u Imo+(utn)ai- 1]? Imo + (u+rn)ai tr] 


—+- etc. 
De la on tıre: 
2 4 i 
2,9(m,u-n) = ih a ER 10 A (#)+.. 


n 
ol 








f ( . ai . ui 
NT Zu (m Or .i r%. £ ) e 0 k u ) ’ 
ee Pr i 














pt f l x ‚ 
£,2 (8) eo ügale a f'Haron, 
ee NR n o . 


done: 
7, () "gr 
2,7 I —j = x)0% ) 
Mn n o 4 + v, 


et par consequent, en substituant: 


dd 


n * a? v,c? 
3, mut) =.f 0% If et... +. 
I < 


. dx) = : — - 2 
(Mer aim) Met Late) 


etc. 








donc on aura: 
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1 i | 
+si+zei)| 


m m. 





/ Hla)dx m B: 7 — 
. u (HL ai+zoi) (me 
1 


re un 





























et) (erre) 

i k—ı 1 
T win (et taitzei) Otto) 
Eee - 

“rn ee 


. . . x r 
La limite de cette expression de / (x) x est zero pour une va- 
o 
leur quelconque de x. De m&me on trouvera, que la limite de / A, (x)dr 
0 


est zero, donc: 





_ a? at a® 
= Di ee ss aa ‘ ' 2 ‘1 
j7 HN I. N) uam <<» u .U « «DD m ww ze 
u! 1, | 19} 3 £ 
- n In In 
< 2 4 9 
& & & I2n +1 
2 vr 5) 1) 3 Vi r u m 


4 
u 6 DE men 
2nt1 v 2n® 7 I3n* 


- 


done aussı, en faısant " zu 09% 


u 2 1 ) D) n IT „1? 
d ou: 


et 


! on 
2,y(m,a+n) = 2,9 (m, p) — ’ 
Li x Zu 


n 00 
170. 3,/(m, a) = 2,0 (m, ;:) 
i 


a” Ser 


„ avant zero pour limite. De la on tıre 


Al 


ao Z l / . IS Ns \J = Urn 

mel ı7) PP. r Wı m 1) — Pe Te 0} \ m J, ET Ar 
mn we 3 A, N u ? ) 

1 1 1 I 1 In+i1 


F.n prenant la limite des deux membres et remarquant, que 





on aura 


n ” 


i » tl N 
171. lım. = Zur (m, a) sm =„j2,0(m, DIE 
I I 


Un remeitant les valeurs de (m, u) et #(zm, a), et passant des logarith- 


mes aux nombres, on en tire: 
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"( 


4) 
In +1 


























 (eetesi) \ hi ce? ) 
n n F 9} oo (es) ' Fin; > 7)? ’ 
172. lim. T1,IT, Hy — fi, er 

N ” (=) | P (mot uri Pe, 





u ö & o—-u@ı +3 
F In+1 


Par une analyse toute semblable a la precedente, mais plus simple, 


on trouvera de m&me: 



































(5) 
_ 
j N I mr _ / 
173 lim ni Int1 en. 1] (m Ze m kt 
Im 7 . Im S  ( & GEREREIEN ya ı_ a? { 
Ei P In + (mw—+-1)? \ 
we 
In 1 
(51) 
nt) 
uwi-h | a? 
n p () (6) nr. x) 
Po . F er \ )___tmwi-pk 
174 lım. I  ( 2 / — L I a? \ 
n 7 Int 1 3 (uai!)? 


Maıntenant rien n’est plus facıle, que de trouver les valeurs de 


Da, fa, Fa. 
Considerons d’abord la premiere formule (130.). On a: 


ET. “ ot u rs a2: 1 = 











2nt1 Par I 202 (meter: 12) in) ) 
2 — 
2n-+i1 2 2 
1 








m Bere x 
7 2n +1 


done: 
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p? BP 

Y ( 

OR .- it. — ee} 
m) + ur u@ı > maF+um@ı 
u. p A ee), 
IL.fı In+il \ In+1 
n 
INWTUG@I 2 
ri =) ya y*P 


) 


ee Ah 


| 


7. ( 
9:9 


a (7 ee) 
pP 


’ —1 
frete#i+z -+>: )\ 
Inf1 
et Bun suppose  ınlını, ıl vıen- 


1 (174.), 


In+1 


n—m+3 @+in—u+8)a: 
Intl 





























= II, I, er 


144 


In +1 


dra, en faisant usage des formules 72): 


Cela pose, sı l’on fait P = 


> 


4 


f 


\ 


) et ou aa: 


et remarquant 


que # est la limite de an +1)9(5“ = 





























u -. u? 
175. 9a = Da Een 
Er (m w)*: ' 
1 _ a h f { a* 

es E- (mo+tuni)? .> (mw —umi): 
> u Zu 1] 1 \, 
I j' be a“ . 1 r I_ a? \ 
m—,)0-- u—3;)@i]*) \ Ian — #)o — (u— )@i]* j 


Les deux formules (130. 

















donneront de la möme manitre, en fai- 
























































4 
‚ N B BE Er »n F gır« n FI _ een Nr e 
san P = 5,17: et remarquant, que f(0) = ı, F(o) 1: 
' f a? ) a? 
. “2 2 Im—Ho0+usail? |  [Im—}) 0 — ui]? 
176. fa == Il, /IL —— | neigen 
I } 1 0” | f a* \ 
\ Im—3)0 + (u—z)@ il] [mn — 0 (u); 1? 
7 a? } 
WE. POGHENEG.. ARE 5 
ae er (m 4-3)? w*) 
® Fa = 
\.f ı- 4 _ \ 
FE ee Bei —umE martin —z)ai 7 
“ —. .— ıE «x . 
17 ı ji 1; E * a? ' 
( \ Im o+(u—4 oil?) \ (m—:)o + ( U—;3 s)wi]?) 
Un peut aussı donner une forme vcelle aux ex ipressions precedentes 
comme suit: 


17. 
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178 1 a? v a” 
( . a = 6. u 1 <:) 2. m (1 a -) 
? 1 | % u? m’ m? w* 









































I 
re 1 | (e— ma)* f Wlan Fer 3)” w? 2 
x ] 1 ne. ne = ae A, wm: 
er "pe (m — 4)@]? ER „u. m — | ol? re . 
!m* ze 1 uw’o’ ) 
u. oo «a? 
179. fu == 1.(1 — a w 
1 (m— 3)" w 
le -+( m Der le — (m — 2)o]? d (m— _y Wr‘? 
ER ae Lehre 
x ” I . ea Der ae | Tu ı\2 us ’ 
(u— 3)’ »* (u— 3)’ eg 





180. Fa = (+; — ) 





EN nn I, re 


(u—3)’o* (u— 3)? u—35)° 








nn 
1,1 Ä vg 
x Ihm 1“ EEE 7 14 (m u Ihe f m? w? 
(u —3)°@* 3)" o° Tw- ; ’m: 
] 


Ces transformations s’operent RE: au moyen do 

a? a? «& a ae \ & 
FREI VE WE AREY RER ARRE AYOER, 
(a-+-bi) (a—bi) a--bi a—bı af! UN a—bı 


2 ne ie u (1 >: y(i 1 + a. (reaı 











la formule: 








31. 

Dans ce qui pröcede nous sommes parvenus A deux espüces d’ex- 
pressions des fonctions @x, fa, Fax: les unes donnent ces fonctions de- 
composces en fractions partielles, dont la totalıtd forme des series infi- 
nies doubles, les autres donnent ces memes fonctions decomposees en un 
nombre infinı de facteurs, dont chacun est a son tour compose d’une 
infinite de facteurs. 

Or on peut beaucoup sımpliher les formules pr&c&dentes au moyen 
des fonctions exponentielles et circulaires. C'est ce que nous allons voır 
par ce qui swil: 


Consid@rons d’abord les Equations (178.), (179.), (180.). En vertu 


des formules connues, on a: 
Crelle’s Journal. 11. Bd. 2. IIft. 


u 
wis 
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op of y? en y? 
— Il,\1— ——;)];5 esy = Il, (1 — —;;); 
) ı u” n°® ‘ ı (u--5)’sı 
done: 
( g” ) fi 5” \ 
7 u? n? sinz IT w—3)7? cos z 
(i y” )  zey 4 BE Fr cosYy 
uW— 3)? L (u — z3)n*) 


En vertu de cette formule ıl est claır, que les expressions de ®2, 
'#, Fa peuvent &tre mises sous la forme: 


N. 
sın\@ —ı 
o fe) 


ns 3 a 
u Ei 





























ST I I m 
E; zT N R 4 T. n _ } 
sinle+mo)—i,sin(« — no) —ı .cos"(m—3)0 — i mo— 1 
38 e . =: 
GT z ST au > 
I \ . \ . . - . \ \ “ 
cos[«e +(m—3 )wJ)—i. cos[«e—(m—3)w] —1.sinmo—i (@+mw)(@e—mo) a. j 
\ ' ro) {ur} © U 
ft 23 
a 
fa = 11.(1-- ———) 
(m — 3)? w? 
SL I \ - 
T. ww. 9 m T. (m— 3)" ww" \ 
x Il, (tangfe+(m—3)0] —i .tang[e—(m—3)o]—i. cot?(m—})» — i. —— >; 
I . G . D 7 & u N—a) ( 
st TT. / A 
cos(e+-mo)—i.cos(e —mw)—i.cos(m—3)w—ı 
u  \ 8 | = 0) m) \ 
la = cos(« i) 12 | 
'q) st u. zT 
Bi u a Fe = 
cos [e + (m—4}) wo] = i.cos [@ — (m 3),@] — &. cos ma. — 1) 


On trouvera des expressions reelles, en substituant au lieu des fonc 
tions cırceulaıres leurs expressions en fonctions exponentielles. 


On a: 


2 7 


sın’a -— sın?Öö, 


| 


sin(@—b).sın(@ + 5) 


Un / fa 7 
cos(@ + 5b). cos(@a — b) 


cos’a — sın?b, 

















} 
«und: 
. ST r y/ f , 7 \ 
sin(l@e+m® —7.sınla —mw—iı sın?a —ı } 
rer, ron) oo 
— ETOREER h zn : 
4 T a T. 
sın“ mW — ı sın?ma—ı 
o FD) 
T T =: - 
un I N y j 
cos|e@ + u —i.cos[e—(m—3)0])— ı sin? «@ Br 
u 9 0) P) 
EEE EEE zZ ni 


sT r T. 
cos’(m—3)0 —ı cos’ (m—3z3)W —i 


— 
.) N 
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u it EEE Da L / T ee; 2 / ı\ , 7 
tane |ı -\ MN — zZ) u: u. Z .tang [a — U 2: !., cot’/n — 7,W- 
d) " o (I rn‘ 
. ST 
In? « ! 
1 0) 
. ST 
sın ? > 3 0) L 
Fo, 
> ag ST 
sın“ & —.ı 
en 
a nm 1 gt . 
cos (m— 3) —i 
Fo) 
Iapres cela et en remarquant, que 
m? o? 1 
ar Ba: TE Fi Mn et 
a? — m? w@° a” 
m* @° 
(m —3 “ * I 
as at zz, isn n " 
a® — (m—;)* w* a? 
(m — 7) w“ 
ıl est claır, quon aura: 
7 
sın? a 
7 
(= ) sr 
sın g7Tı sınm@o— ı 
77 In} = AD) 
1S1. De — 779 : Ri; pr 
‘D fi I FE sT 
sın? ®& N 
( o 
cos’ (m — 3) — ı 
A 5 , 
sın?a —i 
4 ro) 
== B Fr T, 
sin’ (m +3)o—i 
- 7 
182. fa ea IL. ’ 
() . - TE . 
sin®a—ı 
' (7 
j R zT 
cos? (m-+3)w—ı 
ei 
sın? — ri 
oa 
Bun 
A) 
cos’m— Ni 
[64 Y] Fr) 
183.. fa = cos ( =!) Ru 5 
[0] ] R u; 
sın” — Tı 
N) 
u ne 
< r\ W@ 
cos“ N—z) zı 
Fo, 





1/5 
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En substituant aulieu des cosinus et sinus d’arcs imaginaires leurs 


valeurs en quantitdcs exponentielles, ces formules deviendront: 


m 





1 — 
ma . 7 
2. a tn) 
| = 4 ei ee) V —) 
154. Da m 4. (1® —h ® IR. P «e \ 
. 





na'—_n ® 


14 m > 


1) Zr 





m 
h 








@ _ [44 2 
Ih? ce 5” 
| 
( () 
m+3) — rt m+3)— 7 
oo I TE er ey 
185. fe =1Il, > 

# N [4 








64 z (L N h Fr 4 _ 5 L 
2 jr. BBEER | ‚I f 
| SD, fi L p) (ce? -Le w ). | m - - 








ou A est le nombre ?,171S?1S..... 
On peut encore transiormer cette formule de la manıere suivante: 
Si Ion remplace & par &Z/, on aura les valeurs de Pla), f(a?). 


S 
Far). En changeant mäıntenant e en e ete en c, les quantites: 
wo; »; Pla); fan; Flei) 
changeront respectivement en: 
a; »; i®da; Fa; fa, 


done les formules precedentes donneront: 
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oa far 
4 sın“ 
“) 








1 Zu 2m+ı) 971 Zın-Fı) m ı_ 2 
(7 20 un 7 2w 


ala ’ 
4sın? 
D, 
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Considerons maintenant les formules (160.), (161.), (162.). 
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Ein vertu de cette formule ıl est aise de voir, que les expressions (153.), 
162.) de @& et Fa deviendront: 
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ec @ Zn — we I -(m+3)w] a, [e—(m-3)0] Z „tert ar (o-+m+3 FEN 
l 2 w l u 1 [77 
191. FF = 
> es 
men + — 1 
ce a. o ne ), [« ai ul at 7 (@+(m-+3): De 
l u 2 “ 1 ri 


Lies expressions precedentes de ®&, Fax, peuvent Ötre mises encore 
sous beaucoup d’autres formes: je vaıs rappeller les plus remarquables. D’a- 


bord en reunissant les termes du second membre, on trouvera: 
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Sı, pour abreger, on suppose: 
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ces formules, en developpant le second membre, deviendront: 
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En mettant zz au lieu de & dans les formules (192.), (193.), chan- 


zeani ensulte € en e et e en c, et remarguant, que les quantites 
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In faısant pour abreger 
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et developpant, on obtiendra: 
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En substituant dans les formules (190.), (191.) au lieu de het 


leurs valeurs e et r, ıl viendra: 
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—i au lieu de @, et changeant ensuite eenc etc ene, 
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Ces quatre dernieres formules offrent d’expressions ires sımples des 








fonctions Pa, Sa, Fa. Par les difförentiations et integrations on peut 
en deduire une foule d’autres plus ou moıins remarquables. 


29% 
ZI 
Dans le cas, e=c, les formules precedentes prennent une forme 


plus simple, a cause de la relation =», qui a lieu dans ce cas. Soit 


oour plus de simplicite e=c=ı. Ona: 
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wit ' FIT 7 
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Run ar ae oz 
donc en substituant, et faısant dans (204), (205.) «=&8—, ıl vient: 
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Lies fonctions @, f, I? sont determinees par les equations 
m) :" da 2) : 8 
%.7 =/, vVi-2)’ 7 =/, vi—x*)’ 
w) w) () 
x u ?(a2) = y(1—°) = f(e) == (ii 2°) = F(%) 
Sı dans les deux dernieres formules on fait <=0, et qu’on remar- 
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que, qualors la valeur de — est=—, et celle da — = m, 
j sc 7 7 
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on trouvera: 
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>. 
Gleichungen der zweiten Ordnung m der Geometrie. 
(Vom Herrn Joseph L. Raabe, ) 





1. 
D:. allgemeine Gleichung der zweiten Ordnung, zwischen zwei verän- 
derlichen Gröfsen, ıst im allgemeinen von der Form: 
. A +Bby’+Cxy+Dx+Ey+ı=0, 

und diese Gleichung stellt eine ebene Curve vor, die auch hervorgeht, 
wenn eine Ebene und ein Kegel sich schneiden. 

Die Grölsen #, BD, C, D, E, nennt man die Constanten der Curve, 
d. h., wenn diese Gröfsen als bekannt vorausgesetzt werden, dann ist die 
Curve der Gröfse und Lage nach vollkommen bestimmt, und x, y, stel- 
len die Coordinaten ırgend eines Punctes der Curve gegen irgend ein 
festgesetztes rechtwinkliges Coordinatensystem vor. 

Transformirt man aber das Coordinatensystem, auf welches die 
Gleichung (I) bezogen ıst, dafs man nemlich den Ursprung der Coordina- 


ten beibehält, und die Axe der x um einen Winkel « verschiebt, so dafs: 
lang2a = a. 
o A—B’ 
dann nımmt die Gleichung (Il) foigende Form an: 
1. X +-By+Cx+Dy+ı=0. 

In dieser Gleichung kömmt das Product beider Coordinaten eines 
Punctes nicht mehr vor. Da nun der Winkel immer eine mögliche 
Gröfse ıst, und die Gleichungen (I) und (II) dieselbe Curve vorstellen, 
so werden diese beiden Gleichungen nur rücksichtlich der Lage des Coor- 
Jinatensystems von einander verschieden sein. Wir wollen uns daher da- 
mit beschäftigen, den Unterschied dieser beiden Gleichungen auszumitteln. 

Zu diesem Zwecke wollen wir die Gleichungen der zweiten Ord- 
nung aus dem Gesichtspuncte ableiten, dafs sie als Folgen des Durch- 


schnittes eines Kegels mit einer Ebene angesehen werden. 


2 


Es stellen X, Y, Z, drei sich senkrecht schneidende Coordinaten- 
axen vor. In der Ebene der XY, befinde sich ein Punct, dessen Coor- 
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dinaten, parallel mit den Axen der X und F, durch 4 und B vorgestell! 
werden. In der senkrechten Distanz 2 dieses Punctes sei der Mitte!- 
punct eines Kreises, welcher parallel mit der Ebene der ÄY ist, und 
dessen Halbmesser R sein soll. 

Ist nun der Punct, dessen Coordinaten wir durch # und B bezeich- 
net haben, der Scheitel eines Kegels, und der zuletzt erwähnte Kreis die 
leitende Curve, so ist die Gleichung des Kegels: 


° a Rh? 
N +Yy—D = 2. 
. R . ® ” ® - . 
Nun ıst Sr die Tangente des Winkels der Seite des Kegels mit des- 


sen Axe, und nennen wir diesen Winkel ®, dann ist die letzte Gleichung: 
I. («—4)”’+(y—B)} = z’tang?®. 

Ferner ist die Gleichung einer Ebene, die durch den Ursprung des 

Coordinatensystems geht, von der Form: 
ac+by-tez=0. 

Ist 2 der Neigungswinkel dieser Ebene gegen die Ebene der AT, 
und % der Winkel der Knotenlinie derselben Ebene ın der Ebene der 
AY mit der Axe der Ä, so geht die letze Gleichung, die man hat: 


a . k b 8 
= tangnsınk; - = tangncosk, 


in folgende über: 
IV. (xsin® + ycosk)tangz +2 = 0. 

Die Gleichungen (Ill) und (IV) gehören der Durchschnittslinie der 
Ebene (IV) mit dem Kegel (UI) zu. Wir wollen die Gleichung dieser 
Linie in der Ebene selbst, ın welche sıe fällt, suchen. 

Denkt man sich das zuerst festgesetzte Coordinatensystem X, 7, 
Z, transformirt, dafs die Axe der A ın der alten Ebene der XY den 
Wirkel # beschreibt, wodurch die nene Axe der x mit der Knotenlinie 
der Ebene (IV) in der Ebene der ÄY zusammenfällt, und sind die Coor- 
dinaten eines Punctes, dessen Coordinaten im vorigen Systeme x, y, 2 
waren, in dem jetzigen x‘, y’, 2‘, so hat man: 

x —= x’cosk + y'sink, 
y 


v 


y’cosk — x’ sink, 


( 


„1 
[zu ı 


| 


Durch Substitution dieser Werthe geht die Gleichung (IH) in fol- 
gende über: 


YA3 
ur 
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(x cosk + y’sink— A) + (y'cosk— x’sink— By — z’tane?Q, 
und die Gleichung (IV) nımmt folgende Gestalt an: 
y'tangn + 2’ = 0. 

Es sind daher die Gleichungen der Curve gegen das so eben fest- 
gesetzte Coordinatensystem: 
(x’cosk-+ y’sink— 4A)’ + (y’cosk— x’ sink— B)’— y”tang’ntang’® =0, 

z’+-y'tangn=0. 

Dreht man ferner die Ebene der XY um die neue Axe der x, bıs 
sıe mit der Ebene (IV) zusammenfällt, dann sind, wenn x”, y‘, z’ die 
Coordinaten eines jeden Punctes der Ebene (IV) gegen das so eben fest- 
gesetzte Coordinatensystem sind, da man hat 2° = 0: 


x’ m a 
y' = y'cosn, 
z' — __ y“'sınn, 


und diese Resultate in die zwei letzten Gleichungen der Curve substıi- 
inirt, erhält man die einzige Gleichung: 

(x cosk+y”sin kcosn— A)’+(y'cosn cosk—x'sink—B)’=Yy’"sin’ntang’p, 
fir einen jeden Kegelschnitt. 

Setzt man in der letzten Gleichung statt x’, y‘‘, dieselben Buch- 
staben ohne die Zeiger, und reducirt sie gehörig, so ergiebt sich fol- 
gende Gleichung: 

2° + y’(cos®’n—sın’ntang’®) — 2(Acosk— Bsink)x 
— 2cosr(Asınk+BeosA)yy+A+P = 0, 
oder, wenn man sie durch #°-+- B? dividirt, wird sie von der Form: 
A+By’+Üx+D'y+1 == 0, 


welche identisch mit der Gleichung (ll) ıst. 


3. 

Diejenige Gerade, welche durch den Scheitel und den Brennpunct 
einer Curve der zweiten Ordnung geht, nennt man Hauptaxe der Curve, 
und wenn der Schnitt des Kegels (Ill), welcher ein Kreis ist, dıe Basıs des 
Kesels genannt wird. so fällt die Hauptaxe eines jeden Kegelschnittes mit 
der Geraden zusammen, welche die gröfste Neigung gegen die Basıs hat. 
Nun gehört die Gleichung (Il), nach dem so eben Gezeigten, dann einem 
Kegelschnitte zu, wenn das Coordinatensystem so gewählt wurde, dafs die 
Axe der x mit der Knotenlinie der Ebene (IV) in der zuerst festgesetzten 
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Coordinatenebene XY zusammenfällt. Da aber die Ebene der XY paral. 
lel mit der Basıs des Kegels ist, so steht die neue Axe der x senkrecht 
auf der Linie, welche in der Ebene (IV) liegt, und die gröfste Neigung 
gegen die Basis des Kegels hat. Ist aber die Linie der gröfsten Nei- 
gung zugleich Hauptaxe, oder wenigstens parallel mit der Hauptaxe der 
Curve, so bildet die Axe der x, auf welche die Gleichung (Il) bezogen 
ist, mit der Hauptaxe der Curve einen rechten Winkel. 

Verwechselt man die Axe der « mit der Axe der y, so ist auch 
die Axe der y auf der Hauptaxe des Kegelschnittes senkrecht. Da fer- 
ner jede auf der so eben betrachteten Hauptaxe gezogene Senkrechte par- 
allel mit der zweiten Hauptaxe des Kegelschnittes ist, so läfst sich fol- 
gender Satz aussprechen: Wenn die Gleichung einer Curve der 
zweiten Ordnung von der Form (ll) ist, dann liegen die Coor- 
dinatenaxen parallel mit den Hauptaxen der Curve *). 


4. 
Die allgemeine Gleichung der zweiten Ordnung zwischen drei ver- 
änderlichen Gröfsen ist von der Form: 
V. AX+By+C02’+Dxsy+Exz+fFyz+Gx+Hy+Iz+1=0. 
Diese Gleichung gehört jenen Flächen an, die unter dem Namen: 
Flächen der zweiten Ordnung, bekannt sind. Es läfst sich aber mit den 
drei Coordinatenebenen, auf welche die Gleichung (V) bezogen ist, eine 
solche Transformation vornehmen, dafs diejenigen Glieder der letzten 
Gleichung, welche die Producte je zweier der Coordinaten eines Punctes 
der Fläche enthalten, verschwinden, wodurch dann die Gleichung (V) ın 
folgende übergeht: 
VL. Z#2+b'y+0'2°+-Dc+Ey+Fz-+1=0 
Setzt man in der Gleichung (V) <=, oder y=ß, oder z=y, 
so erhält man für einen jeden dieser Fälle, der Ordnung nach, folgende 
Gleichungen: 
rt C?+Fyz+De+-HM)y+(FEe-+-Nz+fe Ga +1=0, 
a. A” -- Br?’ + Erz + DB GC) + I? +NDz+bP + HPB-+ı=0, 
u ?+By°+ Dey+ Eyt CO) +(y+ Dyt+ opt lytı=o. 
*) Zwei wirkliche Hauptaxen hat nun die Ellipse; die Hyperbel und Parabel hingegen haben 


nur eine Hauptaxe. Man kann aber jede, auf dieser einen gezogene Senkrechte als fingirte zweite 
HNauptaxe ansehen. Im Kreise sind alle Durchmesser Hauptaxen, daher besteht der ausgesprochene 





Satz fur alle Curven der zweiten Ordnung. 
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Diese drei Gleichungen stellen Curven der zweiten Ordnung vor, 
und zwar sind diese Curven Schnitte der Fläche (V) mit Ebenen, die in 
den senkrechten Distanzen «, £, ‘y, von den Coordinatenebenen yz, xz, 
xy, angebracht sınd. Da eine jede dieser Gleichungen («) das Product 
der Coordınaten eines Punctes der Curven, welche sie vorstellen, enthält, 
so laufen daher, nach dem vorhergehenden Paragraph, die Coordinaten- 
axen, auf welche die Gleichung (V) bezogen ist, nicht parallel mit den 
Hauptaxen der Curven (a). 


Läfst man hingegen in der Gleichung (VI) nach und nach x in «', 
y ın ß’ und z ın Y’ übergehen, dann stellen die so erhaltenen drei Glei- 


chungen: 
By’+C'z’+Ey+Fz+Ae."”" 1ı=0, 
b. rt C2’+-Dx-+-Fz+PBL’ı=0, 
A +Bby’+D'x-+ E'y+ ey“ +1= 0, 


ebenfalls die Schnitte derselben Fläche mit den drei Ebenen, die mit den 
Coordinatenebenen, auf welche die Gleichung (VI) bezogen ist, in den 
Abständen «‘, 2‘, y‘, parallel laufen, vor. 

Die Curven der Gleichungen (b) sind von der Art, dafs ihre Haupt- 
axen parallel mit den Coordinatenaxen laufen. Man kann daher den Un- 
terschied der Gleichungen (V) und (VD), die derselben Fläche angehören, 
iolgendermafsen ausdrücken: Ein jeder parallele Schnitt eıner 
Fläche der zweiten Ordnung mit einer der Coordinaten- 
ebenen, die der Gleichung (V) zu Grunde liegen, hat seine 
Hauptaxen nicht parallel mıt den Coordinatenaxen; wäh- 
rend dafs ein ähnlicher Schnitt der Fläche, wo das Coordi- 
natensystem der Gleichung (VD) zu Grunde liegt, seine Haupt. 
axen parallel mit den Coordinatenaxen hat. 


5. 

Stellt |, y, 2] das senkrechte Coordinatensystem vor, auf welches 
die Gleichung (VI) bezogen, jede Fläche der zweiten Ordnung vorstellt, 
und (x, y, Z) jedes andere senkrechte Coordinatensystem, das denselben 
Anfangspunet als das vorhergehende hat, so ergiebt sich, wenn man auf 


die Entstehung des Coordinatensystems [x, y, z] aus dem (x, y, z) Rück- 


sicht nımmt, dafs nur ein einziges Coordinatensystem von der Art möglich 
ist, dafs wenn man eine Fläche der zweiten Ordnung darauf bezieht, die 
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Gleichung dieser Fläche jene Glieder nicht enthält, die die Producte 
zweier Coordinaten eines Punctes der Fläche enthalten; oder es giebt nur 
eine bestimmte Lage für ein senkrechtes Coordinatensystem, auf wel- 
ches eine Fläche der zweiten Oudnung bezogen ist, dafs wenn man zu 
den Coordinatenebenen parallele Ebenen führt, diese Ebenen mit der Fläche, 
Curven zu Schnitten geben, deren Hauptaxen parallel mit zwei Coordina- 
tenaxen sSınd. 

Erinnert man sich, was unter Hauptschnitten einer Fläche der zwei- 
ien Ordnung verstanden wird, so ist klar, dafs wenn man diese drei 
Hauptschnitte oder je drei mit ihnen parallele Ebenen als ein Coordina- 
tensystem ansieht, der so eben erwähnte Fall statt finden wird, nemlich: 
ein jeder mit einem dieser Hauptschnitte parallel geführte Schnitt zu 
der Fläche, wird auf der Oberfläche derselben eine Curve erzeugen, de- 
ren Hauptaxen parallel mit den Hauptaxen des parallelen Hauptschnittes 
sein werden. Da es aber nur ein einziges Coordinatensystem dieser Art 
geben kann, so mufs das Coordinatensystem |x, y, z]| parallel mit den 
Hauptschnitten der Fläche sein, oder: Wenn die Gleichung (VI, 
eine Fläche der zweiten Ordnung vorstellt, müssen die 
Coordinatenaxen parallel mit den Hauptaxen der Fläche 


seın. 
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14. 
K,ulerı formulae de transformatione coordinatarum. 
(Auct,. Dr. J. G. Jacobi, Regiom.) 





. 
1. Cum nuper anımı causa plurıma commentariorum Academiae Petro- 
politanae volumina perlustrarem, ıncidı in commentationem Eulerianam 
inscriptam: 

Formulae generales pro translatione quacungue 

corporum rigidorum, 
quae ın tom. XX. nov. comm. a. 1775 legitur. Quas ibi exhibet ille 
de transformatione coordinatarum formulas, cum nec inelegantes sint 
et minus cognitae esse videantur, hoc loco referam. 

Duo coordinatarum systemata rectangularia esse supponuntur, quae 
initio gaudent communi; vocentur alterius coordinatae x, y, 2; alterius 
p, 9, rs atque sıt: x ap+-Ry + yr, 

y=zapy+tPputyn 
z=ap+P’gt y"r. 

Notum est, inter novem coeflicientes &, ß, etc. sex intercedere re- 
lationes, ıta ut per quantitates tres exprimere liceat omnes. Eulerus 
in commentatione memorata novem illas quantitates hunc in modum a 


tribus angulıs 7, #‘, n‘‘ pendere docet. Ponit ille: 








a = sind a’ = cosl sinn a’ = cosl cosn 
ß = sin(‘ B’ = cos(’ sinn’ PR’ = cos(’ cosn’ 
yz=sinl" y = cose'siny” y' = coslcosy”. 
Posıto cos(n—n‘) cos(n" — an”) cos(n"'—rn) = — AA, 
probat, her: 
— / > — A . — A 
156 = cos (n’ —n"')? I: - cos (n’—n)? isc“ eur cos — 7)’ 
tierı etiam: sind = — yootg(n—n) cotg(n—r‘), 
sin = — ycotg(n—ı‘) cots(n"—n”), 
sind’—= —y cotg (n'— a”) cotg(n”—n). 


2. In eadem commentatione Eulerus demonstrat, semper darı 
axem, qui el ipse per initium commune transit, circa quem ita rotarı possıt 
alterum systema, ut in situm alterius perveniat. Neque tamen ın ılla 
commentatione formulas huc pertinentes exhibere valet, sed rem ın alıa 
commentatione inscripta: 


Nova methodus motum corporum rigidorum determınandı 
re- 








Jacobi, de transformalione cvordınatarum, IS9 


vetractat; invitaverat etiam ad suscipiendum negotium ingeriosum eius 
amicum Leexell, qui de eadem re agıt ın commentatione inscripta: 

Theoremata nonnulla generalia de translatione 

corporum rısıdorum. 

Utraque commenlatio in eodem Tomo XX lesitur. Sit angulus gy- 
rationis ®; axis, circa quem gyralio fit, cum axıbus coordinalarum x, 
y, 2 resp. formet angulos e, b, c, unde 

cos@e cos@ 4 cosb cosb -F cose cosc = 1. 


19) Ar 


Gı ratıone transaclia axem TWw’ x ad axem TWw! f, aAcCM Twy yY ar axem 


70V 9, axem TWwy z ad axem 7wyr pervenisse supponitur, ıta ut axis vvratios 
. . BR y® 5 r : —n 2 - . i z ” 1 2 .% 
nıs cum axıbus coordınatarum 7, 9, 7 eosdem formet anguios @,b,c. N: 
a . . ? nd e a : a Ze ca 
non ubDi per auxem gyratıonıs auo ducanluı plana, iNae pei axXes Tuy x et Tu! 


transeunt, duo, quae per axes rw) y ei Tw 9, duo, quae per axes rw) 


r u . e . ä j us . : = a ” y PEN £ a 
et rwy r transeunt, bina eiusmodı plana formabunt eundem anrnlum PD. 


w 


N 


Uieraue ınvenil post caleulos salıs prolıxos formulas sequentes: 
7 cosQd sına? + cos@, 


7 


2 sınd cose + cose cosb (L—cos®), 
wF rl ni j a u ea ai 
7 — sınd cosb 4 cosae cosce(1—cos& 


we 77 72 
COS y Sin Ü& - CV5su 3 
o 


oO 


. 7 r 7 
— sındcosce — cosb cose(1—.cos{), 


ind cos@a + cosb cosc (1—.cosQ), 


IN 


Rs! 

nr 

7 29 iA ou a 3 napn? 
y’== cos® sın c* -4- cosc”, 


sın® cosb 4 cosa cose (1—cos®),, 





sın® cosa -F cosb cose (1 —cos{ 
Notentur adhue relationes sequentes: 


vr +- ft Lt — +_.2c0sl 

wu mr n % / N ed \ > v9» 
: . 2 > Pr REN A0R RR ’ “7 . 
uam tormulam eX elegantıssimıs esse cenSsco, 


e rn . z /) 
Ar FR ame Zi an ZU un ‘ ER Yy ı f 
a pP — z51NW COSC, a + BD — [uvsd Cı P} { 2 
/ f 17 ı / an 
ul ee Dan Don HL 2c ( i—c035f 
5 y = 25sn$P cost, pPrY > 2c0osdt 2 
N vd nme je / nno 7 I a / + ı yı we, : 7 
Y — (L -o.— 2sın® cos U, Y u [04 — COS e CU3LK An CUS5W “ 
- - F2 
) ‘4 il / / dl / cn 5 > n 2 
Pr Eu (d | un G a — 1 /N) en 17 a ——— [UL.0DNS KH COSD ( ce sını — ( f 
7 u I- Y Y .— e; / vu u .. ur x [05 d Ci I G Ä voUL Sıiilyı\ iı a’n yr a 
(; I J ad \ I} 4 a ar _ nt \ (+, a‘ nn! 
j? # / — # ‘’ i FE a ‘ ö = 
a er Ka BR BY 
4 & [4 i j] ; 


— 91 m cos D) ze 1 - 7 -+ c% 1 , ii 
eic. etc. 
Demonsirationes, quas illi VV. Cll. dederunt, hodie elegantiores reddi 
»ossunt. Hic tamen rem tantummodo indicatam volo, atque ıuvat, formu- 
as maxime memorabiles oblıvioni eripuissee — Resiom. Juni: 1877. 


ii “a 


- 


« 


we’ 
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15. 
Aufgaben und Lehrsätze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 








Geometrische Lehrsätze von Herrn J. Steiner, 
(Verfasser der Abhandlungen No. De, IS., 28. ER 32. im ersten und No. 5. und 6. 
im zweiten Bande dieses Journals.) 


- 


23. Eiakeants \Venn auf einer Kugelfläche drei beliebige Kreise ge- 
geben sınd, so giebt es, im Allgemeinen, 8 Puncte, aus deren jedem die 


stereographischen Projectionen der drei Kreise einander gleich sind. 


2b. Lehrsatz. Wenn in einer Ebene vier beliebige Kreise ge- 
geben sind, so kann im Allgemeinen eine Kugel so gelegt werden, dafs 
wenn man die vier Kreise nach der stereographischen Projection 
wi dieselbe projicirt, alle Projectionen einander gleich sind. 

# ie satz. Des Pappus „alter” Satz (Band. S. 260. dieses 
jonrnals) findet ähnlicherweise auf der Kugelfläche Statt, nemlich, wenn 
,M, (Fig. 1.) zwei beliebige Kugelkreise sind, die einander in B be- 
‚ und man beschreibt irgend zwei andere Kreise zn, m,, von de- 
nen jeder jene beiden berührt, und die einander berühren, und man fäl- 
jet aus den Polen 2, r, auf den Hauptkreis BMM,, der durch die Pole 
T, M, geht, sphärische Lothe p, p,, So ist, wenn man die sphärischen 
hadıen der Kreise 2, 7, durch r, r, bezeichnet, allemal: 


sinp; at sinp ae 
be | 49, 


sinr, sınr 

25. Lehrsatz. Wenn irgend ein sphärisches Dreieck ABC (Fig. ?.) 
gegeben ıst, und man ziehet aus seinen Winkeln durch irgend einen 
"unct ? Hauptkreise (gröfste Kreise. D.H.) 4P4,, BPB,, CPC,, welche 


dıe gegenüberliesenden Seiten in den Puncten 4, es C, treffen, so hat 





T 


man, wenn 7 der Pol unä R der Radius des um das gegebene Dreieck 
beschriebenen Kreises ist, 
sın PA,  sinPB, sinPC, cos IIP 


sın AA, ' sin BB, sinCC, cosR 
Anl u N N .» . . . 
Soll daher die Summe der drei Quotienten zur Linken constant bleiben, 








so ıst der Ort des Puncts P die Peripherie eines mıt dem genannten 


umschriebenen Kreise parallelen Kreises. 
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29. Lehrsatz. Die Leitlinien aller Parabeln ın einer Ebene, von 
denen jede drei beliebige Geraden berührt, schneiden einander in einem 
und demselben Punct, und zwar in dem nemlichen Puncte, in welchem 
die aus den Winkeln des von den 3 Geraden eingeschlossenen Dreiecks 
auf die gegenüber liegenden Seiten gefällten Lothe einander schneiden. 

30. Lehrsatz. Berührt irgend eine Parabel drei Geraden, welche 
ein gleichseitiges Dreieck einschliefsen, so treffen die drei Geraden aus 
den Ecken des Dreiecks nach den Berührungspuncten einander i 
puncte der Parabel. 


m Brenn- 


31. Lehrsatz. «) Berührt irgend eine Fläche zweiten Grades 
die 6 Kanten einer dreiseitigen Pyramıde, oder ihre Verlängerungen, so 
schneiden die drei Geraden durch die Berührungspuncte der gesgenüber- 
liegenden Kanten, einander allemal ın einem Puncte; und umgekehrt. 
sechs Kanten einer dreiseitigen Pyramide, oder ihre Verlängerungen, 50 
liegen die 12 Berührungspuncte allemai ın irgend einer dritten Fläche 
desselben Grades. 


b) Berührt von zweı beliebigen Flächen zweiten Grades jede die 


32. Lehrsatz. Jeder beliebige Punct in der Ebene eines gegebe- 
nen Dreiecks ABC (Fig. 3.) kann einer der Brennpuncte eines Kegel- 
schnitts sein, welcher dıe drei Seiten des Dreiecks, oder ıhre Verlünge- 
rungen, berührt, und zwar ıst der Kegelschnitt entweder «) eine Para- 
bel, oder 5) eine Ellipse, oder ce) eine Hyperbel, je nachdem der genannte 
Punct entweder «) in der Peripherie des um das Dreieck beschriebenen 
Kreises, oder 5) in einem der vier Räume E, E,, E,, E,, oder ce) in ei- 
nem der sechs Räume //,, /7,, H,, h,, A,, h, legt. (8. 5. Auf.) 

Wenn ım Falle (e.) der gegebene Brennpunct z. B. in dem Raume 
/;, liegt, so liegt der andere Brennpunct in dem entsprechenden Raume 
H,; u Ss. w. 
33. Liehrsatz. 1) Wenn in einer Ebene zweı gerade Linien SB, 
CD (Fıg. 4.) einander schneiden, so giebt es zwei andere Geraden ZF, 
GEH, die ihre Winkel halbiren. 

) Sind drei Geraden 12, CD, EF (Fig. 5.) gegeben, so wird jede, 
z.B. ZB, von den zwei Geraden GH und /Ä, welche (nach 1.) zu den 
beiden übrigen gehören, ın zwei Puncten geschnitten. Zusammen gieb! 
es also 6 solcher Durchschnittspuncte, und von diesen 6 Puncten liegen 


4 mal 3 in einer Geraden. 


5 > 


u! 
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3) Sind 4 Geraden gegeben, so wird jede von den 4 Geraden, wel- 
che zu den drei übrigen gehören (2.), in 4 Puncten geschnitten. Solcher 
Puncte sind also zusammen 16, und von diesen 16 Puncten liegen S mal 
4 ın einer Geraden. 

4) Sind 5 Geraden gegeben, so wird jede derselben von den 8Ge- 


raden, welche zu den 4 übrigen gehören (3.) ın $ Puncten geschnit- 
ten: dıeses sind zusammen 40 Puncte, und von diesen 40 Puncten |lıie- 


i il» 

gen 16 mal 5 in einer Geraden; u.s. w. Ueberhaupt bei 2 gegebenen 
Geraden wird 
gehören, ın 2”? Puncten geschnitten, welches zusammen 2.2” Puncte 


jede von den 2” * Geraden, welche zu den 2— 1 übrigen 
ausmacht, und von diesen Puncten lieren 2’ mal z in einer Geraden. 

Dieser Satz ıst nur ein specieller Fall von einem allgemeineren Satze. 
34. Diehrsatz. Wenn in einer Ebene zweı beliebige Kreise X, 
en (Fig. 6.) gegeben sind, so giebt es eine Schaar, und zwar unzählige 


e Kreise, von denen jeder jene beiden berührt, (diese anderen Kreise 


ud 


d irfen nicht notwendig einer den anderen, sondern nur die Kreise X 
und Ä, berühren. D. Fl.) und die Mittelpuncte dieser Schaar Kreise liegen 

irgend einem Regelschnitt. Dreht man jeden Kreis der genannten 
Schaar um einen seiner Durchmesser, so erhält man eine Schaar Ku- 
seln, und dann giebt es eine zweite Kugelschaar, von denen jede alie 
Kuzeln ler ersten Schaar berührt, und deren Mittelpuncte ebenfalls ın 
einem Kegelschnitte hegen; und zwar steht die Ebene des letzteren Ke- 

Ischnitts auf der sgesebenen Ebere senkrecht, und schneidet sie ın der 


\ } vr 0 De Me 1: .7 7 ie . Fr 
(seraden ÄK,; auch haben die beiden Kegelschnitte solche Beziehung 


N 
- 


. in EEE, En 
einander, dafs dıe Brennpuncte eines jeden derselben mit den Haupt: 


u 


c] 22 ’Y ae Yr Ion ”) rı samm le laher nt} rn 12 1 ode: 
wi ic RLCAAL diecs anüt iCiı 4duudcki menfal e 1, daf 5 dd le] noLilW enuls entiW eit 


ee 1” 5 = ö u En 2 I ‚ Pe a s u 
beide Kegelschnitte congruente Parabeln sind, oder dafs der eine eine 

a2. I) I) 7 - 

Ilıpse und der andere eine Ilyperbel ıst. 


Nimmt man nun unter der ersten muge schaar eine Reihe Kugeln 
a a an, welche einander der Ordnung nach berühren 
so Iindet, wıe ım ersten Bande dieses an S. 250., bewiesen, wenn: 
die Reihe commensurabel ist, d. h., nach einem oder nach mehreren 
Umlänfen in sich zurückkehrt, das Nemliche allemal Statt, an welcher 


bigen Stelle man auch das erste Glied 72 der Reihe annelimen mag. 
a ev BE. > { a, "a ı 
ls Iindei nun ferner folgendes Geselz Statt: „dafs es, wenn ın 


er ersten Kugelschaar eine commensurableheıhe 2, m, m,, 
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My ..... möglich ist, allemal auch in der zweiten Kugel- 
schaar eine commensurable Reihe M, M,, M,, M;,..... giebt,” 
und zwar sind beide Reihen dem folgenden sehr merkwürdigen gemein- 
schaftlichen Gesetz unterworfen: 

„Bezeichnet man nemlich die Zahl der Umläufe der er- 
sten Reihe durch z, und die Zahl ihrer Glieder (Kugeln) 
durch 2, und ferner die Zahl der Umläufe und Glieder der 
zweiten Reihe durch U und /Y, so ıst allemal: 


7 L U Er 
n en 2° 
Ein specieller Fall dieses Satzes sieht ım ersten Bande dieses Jour- 


> 


nals, S.272., wo nemlich v=ı1,2=3, UV=ı und N=6 ist. 


Fi 


Aufgaben von Anderen. 

39. Die Zahl der Primzahlen zu finden, welche kleiner sind, als 
eine gegebene Zalıl. 

36. Zu beweisen, dafs sich alle imaginaire Gröfsen- Formen durch 
v—1 und reelle Gröfsen ausdrücken lassen. 

37. Die Unterscheidungszeichen der gröfsten und kleinsten Werthe 
gegebener beliebiger Functionen von zwei und mehr unabhängig verän- 
derlichen Gröfsen zu finden. 

38, Eine bestimmte, keiner Ausnahme unterworfene Deinition 
stetiger Functionen zu geben. 

39. Wenn alle Glieder einer unendlichen Reihe reelle Gröfsen sind, 
und die Reihe convergirt, so ıst die Summe der Reihe nothwendig 
reell. (Man sehe auch die Abhandlung 4. im vorigen Heft dieses Jour- 
nals.) Wenn alle Glieder der unendlichen Reihe reell sınd, die Reihe 
dıvergirt aber, so kann die Summe sowohl reell als imagınaır sein. Es 
fragt sıch, ob aus dem Gesetz der Fortschreitung der Glieder der Reihe 
erkannt werden könne, ob die Summe reell sei oder imaginaır, und wie. 

40). Diejenige unbekannte Function, z.B. von @ und 2, welche 
die Eigenschaft hat, dafs sie für ein ganzzahliges 2 ein Kettenbruch, 





z.B. für n=35, gleich ı ist, und die aufserdem für jedes z2 die 





at { 
a+- 


nemlichen Eigenschaften hat, wie für ein ganzzahliges 2, in eine Reihe 
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zu entwickeln. Die Function wird ın die (lasse derjenigen gehören, 
welche Euler inexplicable nennt. 

41. ADE, BFD, AGF, BHG, AIH, BKT, etc. (Fig.7.) sind ge- 
rade Linien, und ED ist gleich DF=G6GF=HG=IH=ÄKIT etc. 
Man soll den geometrischen Ort der Puncte D, G, I..... und E,F, 
Be finden. 

42. Wenn man die 4 dreieckigen Seiten-Ebenen einer beliebigen 
dreiseitigen Pyramide und die 6 Winkel an den Kanten, welche sıe ein- 
schliefsen, zu bestimmenden Stücken der Pyramide nımmt, so wird 
die Pyramıde auf 5 verschiedene Arten durch diese Stücke, theils unbe- 
dingt, theils bedingt, bestimmt, nemlich: 


4“ 


I) durch drei Seiten-Ebenen, unbedingt; 





2} durch zweı Seiten-Ebenen und den eingeschlossenen Kanten-Wiın- 
kel, unbedingt; 

3) durch zwei Seiten-Ebenen und einen an der einen liegenden Ran- 
ten- Winkel, bedingt; 

4) durch zwei Seiten-Ebenen, nebst dem ihnen beiden gegenüberiie- 
genden Kanten- Winkel, unbedingt; 

5) durch eine Seiten-Ebene und die drei daran liegenden Kanten- 
Winkel, unbedingt; 

6) durch eine Seiten-Ebene und die drei Kanten - Winkel an einer 
daran liegenden Seiten-Ebene, bedingt; 

7) durch eine Seiten-Ebene, einen anliegenden und zwei ablıiegende 
Kanten- Winkel, unter welchen der dem anliegenden Winkel gegen- 
über, bedingt; 

S) durch eine Seiten-Ebene und die drei abliegenden Kanten-Winkel, 
bed lın: ot. 

Die Fälle l., 2, 34 9% 6., 7. lassen sich ohne Rechnung, durch blofse 
Anschauung, oder geometrisch, aus der Figur, bewei ısen. (Man sehe des 
Herausgebers Lehrbuch der Geometrie, 2. Band, 9.525.) Es wird das 
Gleiche für die Fälle 4. und 8. verlangt. 

43. Mit gegebenen Seiten-Ebenen ist nur ein Polyeder möglich. 
Cauchy hat bekanntlich diesen Satz zuerst allgemein bewiesen, und 
swar mit Hülfe des Eulerschen Satzes, dafs die Summe der Zahlen 


der Ecken und der Seiten-Ebenen jedes Poly@ders um 2 gröfser ıst, als 
ie Zahl seiner Kanten, und mit Hülfe des eigenthümlichen Satzes, dafs, 
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wenn sich die Winkel einer beliebigen körperlichen Ecke mit unverän- 
derlichen Seiten verändern, dieselben nur theils ab, theils zunehmen kön- 
nen, und dafs die Zahl der Wechsel des Abnehhmens und Zunehmens 
nicht kleiner sein kann, als 4. (Man findet diesen Beweis unter Ande- 
rem vollständig in dem oben (bei 8.) erwähnten Lehrbuch der Geome- 
trıe, {.009.) Es ist die Frage, ob kein anderer, wenn auch nicht direc- 
ter, so doch noch einfacherer Beweis möglich sei? Auch wäre zu un- 
tersuchen, ob nicht allgemein, wie es scheint, eın beliebiges Polyeder 
schon durch seine Seiten- Ebenen weniger eine, bestimmt wird. 

44. Eine Curve durch zwei gegebene Puncte zu legen, von der 
Art, dafs sıe in den beiden Puncten gegebene Tangenten hat, und die 


Krummungs-Halbmesser Gleichvielfache von den zunehmenden Bogen sınd. 


45. Eine Curve in der Ebene durch 5 gegebene Puncte zu legen, 
von der Art, dafs, wenn man die Länge der Bogen der Curve und ihre 
Krümmungs-Halbmesser als die rechtwinkligen Abscissen und Ordinaten 
einer anderen Curve betrachtet, diese zweite Curve einer mit der Ab- 
scissen-Axe parallelen geraden Linie so nahe kommt als möglich. 

46. Wenn zwei Ecken eines geradlinigen Vielecks in der Ebene 
fest sind, und die Länge aller Seiten des Vielecks unveränderlich dieselbe 
bleibt, den geometrischen Ort der übrigen Ecken zu finden. Dieser geo- 
metrische Ort wırd zum Theil nicht blofs eine Curve, sondern eine um- 
schlossene Fıgur sein. 

47. Die Bewegung einer sogenannten fliegenden Brücke (Gier- 
Brücke), d. h. eines Schiffes zu untersuchen, welches in einem Strome, 
nıttelst eines langen Seiles, durch einen festliegenden Anker gehalten, 
und schief gegen den Strom gerichtet, durch den Stofs des Wassers ven 
einem Ufer zum anderen getrieben wird. Der Vereinfachung wegen 
wird das Schiff von rechtwinklig- parallelepipedischer Form, das Anker- 
seil als eine gerade Linie, ohne Dicke, und die Geschwindigkeit des 
Wassers ın allen Puncten des Querschnitts des Stromes gleich grofs an- 
genommen. Gesucht wird die Geschwindigkeit des Schiffes in den ver- 
schiedenen Puncten seiner kreisförmigen Bahn für gegebene Neigungen 
seiner Wände gegen die Richtung des Stromes, desgleichen diejenizen 
Neigungen der Wände gegen die Stromrichtung, unter welchen das Schill 


ın der kürzesten Zeit von einem Ufer zum anderen gelangt. 











ji N) Aufzaben und Nehrsätze, 


48. An einer der ältesten Arten von Tisch-Uhren bewest sich 


das Pendel nicht hın und her, sondern im Kreise herum, das heifst: es 
beschreibt den Mantel eines Kegels mit kreisf örmiger Grundfläche und 
lothrechter Axe, dessen Spitze im Aufhängepuncle liegt. Die Pendel sol- 


. 


‚her Uhren sind etwa wie der Compafs in einem Schiff aufgehängt, nem- 


4 
wo 


lich wie es (Fig. 9. @.db.c.d) vorstellen. (Gleiche Theile in den Figuren 


sind mit gleichen Buchstaben bezeichnet). Der festunierstützte River 


'BCD irägt eine Schneide EF, welche daran befestigt ıst. Diese 
. .. “ y® nf) . 
Schneide trägt einen losen, daraı u ruhenden Rınz / IRS, und dieser 


: Eu Su en a. er a 2 un 
Binz eine zweite Schneide GZ, die an dem Pendel 7X 7 befestigt 1st, und 


3 a Bahn, ad „ES Sl ae a r 
welche dıc erste Schneide genau rechtwinklig durchkreuzt. Die Pen- 


R j i yr 2 u . ” - y + . y .: nn r?7 r > 
lelstunsee ZÄ zeht durch die Schneiden GH und ZF und durch die 


(! n - 4 \ \ 4 i uUlv L ZUGEZE “eo. 
Rinse ZPCP und PCLRS hindurch. Unten an derselben ist ein starkes 
Gewi befestigt. Die Länge des Pendeis vom Ruhepunct bis zum 
Schwerpunci desseiben und des daran bef: tıeten Gewichts, ı1st ungefähr 


A Be Var a Eu ir A 
umai ‚rois & lıe Länze der Schneiden ZZ und G//. Unterhalb 


Y A - i Ba N ni _ > No 5 ın ® . dd: v1 .) wrr 
Schwunzre its endızt das Pendel ın einen Stift, welcher von 


a \ Wit 


- ar (> 7 . z ı; nrt#/ y BER } . 4 1} d 
( il t ii he A a en DLEeeN ausfespannten Haar her 1m ige führt V Use Der 
7° 1 ı Min a Rarabmantale ha > ö En 
\ lc ı an deı Dilze Uües At „eumanieis, v\ elchen das Pendel beschreibt, 
4 u Am i £ Pr 


heträst -'- bis + eines Rechten. Den Steer mit dem Haar setzt unmit- 


Be | y °® = 1 en s ge" u ie # vx’r eLıı N y’ ) }, a Q, 7 r. y 
telbar die Uhr vermöre ıhrer Feder ın Be: wesung, und das Schwung- 
Ai . > c) c) Des] 
. u. 13 P 1 DEE 8 2. 5 
Pendel dient. die Bew & der Uhr sleıchlüörmigz zu erhalten. 
. 7 ’ ! ı 
1; N ( j Pıınıf ginge > 
\ \ Un Ic nu 5 ( & Fb. ex \ ! il Ne) v 23 1) fr hrıebenen Pen- 


r7 .-. . y a a 7 ö 7 . a ie DE hs ER ey 
dels a Zur irre & der Rechnungs wırd von dem Wider- 


inde des Mitiels, so wie von aller Reibung abstrahirt, und die Kraft 


der Uhrfeder, oder die Kraft, mit welcher das Haar auf dem Steege das 
Penid l umherführt, unverüi derlich anzZuenolitilen. Es wırd gelragt, wıe 
stark diese Kraft sein müsse, damit das Pendel beständig in dem Mantel 
eines und desselben Kercls, oder doch sehr BR sich so bewege; des- 


= 


leichen, welche Zune sein Schwerpunct beschreibe, wenn die Kraft der 
d leich Null gesetzt wird. Die EEE Art der Aufhän- 


des Pendels kommt beı der Untersuchung wesentlich in Betracht. 


en EERETEE ZEznteren: I — _ 











106. 
Ueber Interpolations-Formeln, desgleichen über An- 
wendung derselben auf die Auflösung algebraischer 
Gleichungen von beliebigen Graden. 


(Von Herrn Louis Olivier. ) 





1. 
i 
Es seı fz irgend eine Function der Gröfse z. Die Function /z für 
Werthe von zZ berechnen, welche zwischen bestimmten Werthen von 
z liegen, für welche man vielleicht die zugehörigen Werthe von fz 
schon kennt, heilst bekanntlich: Interpoliren. 

Es giebt zwei Fälle. Die Form oder das Gesetz f der Function 
/z kann bekannt sein oder nicht. 

Im ersten Falle giebt der entwickelte Ausdruck von fz ebenso- 
wohl die eingeschalteten Werthe von fz, als die, zwischen welchen sıe 
einzuschalten sind, und jene sind eben so bestimmt, wie diese. Es kommt 
also alsdann blofs auf eine allgemeine Entwickelung von fz an. 

Im zweiten Fall hingegen sind die einzuschaltenden Werthe von 
J- unbestimmt, und können, strenge genommen, gar nicht gefunden wer- 
den, so viele Werthe von /z auch für bestimmte Werthe von z, zwı- 
schen welchen jene liegen, gegeben sein mögen. Denn da das Gesetz 
der Abhängigkeit der Gröfse fz von z nicht bestimmt ist, so kann man 
die eingeschalteten Werthe willkürlich annehmen, und die Aufgabe 
vom Einschalten existirt unter diesen Umständen ım Allgemeinen gar 
nicht. Insofern aber, der Natur des Gegenstandes nach, ein Gesetz / für 
J/z wenigstens vorhanden ist, welches man nur nıcht kennt, so kann 
man sich demseiben dadurch nähern, dafs man statt fz irgend cine 
Function Z'z von z willkürlich setzt, welche die Eigenschaft hat, dafs 
sie für die bestimmten Werthe von z die zugehörigen bekannten 
Werthe von fz ebenfalls giebt. Man legt gleichsam, wenn man sich 
z.B. die bestimmten Werthe von z, deren z sein mögen, als dıe Abscıs- 

Crelle’s Journal. II. Bd. 3. Hft. 26 
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sen einer unbekannten Curve, und die zugehörigen Werthe von fz=y 
als die zugehörigen rechtwinkligen Ordinaten vorstellt, durch die, nach 
der Voraussetzung auf dıese Weise gegebenen z Puncte der unbekannten 
Curve irgend eine willkürliche Curve, deren Ordinaten Fz=v sind, 
und welche dıe Eigenschaft hat, dafs sie durch die gegebenen 2 Puncte 
gehet; und diese Curve nımmt man für die gegebene. Aber auch diese 
Näherung ıst noch willkürlich. Es können unzählige Functionen Fz die 
Figenschaft haben, dafs sie für 2 bestimmte Werthe von z gegebene 
\Verthe annehmen. Denn es können unzählige Curven, deren Ordinaten 
v—= F'z sınd, durch die 2 gegebenen Puncte gehen. Alleın, wenn man 
anders versichert ıst, dafs die unbekannte Function fz continuirlich 
ist, das heifst, dafs die Curve, deren Gleichung fz = y ist, stetig, oder 
ohne Unterbrechung fortläuft, und man nımmt willkürlich eine Func- 
tion 2", die ebenfalls continuirlich ıst, oder eine Curve fz=v an, die 
ebenfalls stetiz fortläuft, so ıst dire Wahrscheinlichkeiıt, dafs die 
beiden Functionen /z und Fz, oder die beiden Curven fz=y und Fz=v 


Ior nal 
einanuer nal 


;e kommen, und dafs folglich die, nach der willkürlichen 


Gleichung /z=v, eingeschalteten und für die, zu den nemlıichen z ge- 


hörisen y, genommenen Werthe von ” den zugehörigen y nahe kom- 
men, um so gröfser, je gröfser z ist, oder je mehr Werthe von fz, für 
bestimmte z, gexeben sind. Von den wıllkürlichen Functionen Fz, wel- 


y 


che man statt der unbekannten /z setzen kann, nımmt man zur Erleich- 
terung der Rechnung gewöhnlich die einfachste an, welche die vorge- 
schriebenen Bedingungen erfüllt. 

In diesem zweiten Falle giebt es aber wieder zwei einzelne Fälle 


FO. 
ge 


seben oder bekannt sind, gleichviel, oder ungleichviel von einan- 


Iintweder nemlich können die z, für welche die zugehörigen y=fz 


der verschieden sein. 
Zusammengenommen also sind die Fälle folgende: 
Erster Fall, wenn die Form f der Function fz gegeben ıst. Als- 
dann ist blofs /z zu entwickeln nöthig. 
Zweiter Fall, wenn f nicht bekannt, sondern nur fz für einzelne 
bestimmte Werthe von z gegeben ist, und zwar: 
2) wenn diese bestimmten x gleichviel von einander verschieden 


sınd. 


3) wenn sie ungleichweit von einander entfernt sınd. 
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Wir wollen die allgemeinen Formeln für diese verschiedenen Fille 
entwickeln, mit der Formel für (#) ım zweiten Falle anfangen, und über 


die Ausdrücke und ıhre Entwickelungen einige Bemerkungen machen. 


I. Interpolations-Formel für /z, wenn nicht f, sondern nur 
einzelne Werthe von fz, für gleichweit von einander 
entfernte z, gegeben sind. 

n. 

Man setze 

= zz +hkfz Hi kE— nz + Fl \k—a)fiz.... 
„+ Alk—r) (k—21).... [E—(R—D)A Sr + A, 
wo k und A beliebige Gröfsen sind, hingegen von f,2, Az, Jz etc. vor- 
ausgesetzt wird, dafs sie von k nicht mehr abhängen, sondern nur von 
z und A. Ob das Lietztere möglich sei, mufs das Resultat der Entwick- 
lung zeigen. Ferner werde vorausgesetzt, dafs die Reihe für f(z + 
(1.), ın sofern sie ohne Ende fortläuft, convergire, und für kein 
und 4 unendlich grofs sei, oder vielmehr, die Gleichung (1.) werde aut 
diese Fälle beschränkt. Da alsdann der Rest R, wenn die Reihe un- 


ey 
nn 
N 


endlich ist, nothwendig Null sein mufs, so sind, für = 0, alle Glieder, 
bis auf das erste, Null, weil alle Glieder # zum Factor haben. Also ist 
2 Sf uJ,% 

Um so mehr sind, für Ä=X, alle Glieder, bis auf die beiden er- 
sten, gleich Null, weil alle A&—A zum Factor haben. Für =2X sind 
alle Glieder bis auf die drei ersten gleich Null, weil alle A—2A zum 
Yactor haben, und so weiter. 

Nun setze man in (1.) z-+A statt z, und AR statt #, so findet man 
3. fat = Se +ND HÄSE HN HA NDECHN.... 
+ nn (k—22)....[k— (a—n)Alf, z+M)-+-R, und 
. fe +i+Nn=f+ktNferkrtNkizt. 
+ (kHr)klkn)....|)k—(n—2)Alf,z + R, 
wo R, und AR, ebensowohl Null sind als R. 
Man ziehe die Gleichung (1.) von den Gleichungen (3. und 4.) ab. 


und setze die gleichen Reste einander gleich, so findet man: 








> h * 
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S:+?) — JS: === J= —J: 

Half c+D—Fesl ++ Mrz 

Ix(k— A) [f2 (2 +) —fS2=] + [(k + /)k—k(k—A)]f: z 

_- KA) (k—2% ENTF: 1 an ee Wa: 

PR RE VOR SA NHCHN Le] Lk) (ka). (kn dA) 

+-R,—R —k(k—)) (kA)... .k— (n—l)A]fı2 
—-R,—R 

oder: 

I Sz+4)—fz  — Afız 
+ @ +9) JS: 2] T2ARS,z 
+k(k— 4) [S: (+) —J2 2] +IARlk— af; 


N It TNl a: Er 


Far EN a 2] 177 HN, Sn 2] En2rlk1) (k—2). e% Dil, z 
+R;, —+-R,. 
Man setze ın dieser Gleichung k=m0, so bleiben rechts und lınks 
nur die ersten er Also ist: 


- Se+y—f2=1f:. 
Man ziehe die Ken (6.) von der an (5.) ab, dividire 


den Rest durch A, und setze hierauf A=A, so bleiben wieder nur rechts 


und links die ersten Glieder des Restes, weil alle übrigen A—A zum 
Factor haben. Also findet man: 


7. Sa + N —fz = 2rfır. 
Man ziehe die Gleichung (6.) und die Gleichung (7.), letztere mit 


k multiplicirt, von der Gleichung (5. ) ab, dividire den Rest mit k(k—\), 


und setze alsdann A=®A, so findet man auf gleiche Weise, wie leicht 
zu sehen: 


8 La tNV—fz = 31h 
So kann man ımmer fortfahren, und findet zusammengenommen : 


S@+N—fz =ı1fz, 


K@H-NV—f,z = QAf,z, 
9. .@ +) — 2 = 312, 
Petra = 4A Jız, 


f. @tN MN = nAf,z. 


Nun bezeichne man die Differenzen 
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@+N—JSz durch A; fz, 
Sa +N—fz durch A; f,z, 
10, RR durch Aulın 


fi @+N äusch Sfr 


so ıst, zufolge (9.), 


A,fz =ı1f,z, also fiz = ——, 

Wr 

2 = 2Afız, also f,z = u, 

11. Auf, 2 

A,fz = 3Af;z, also f;z = Ua, 
S;fnız = naAf,z, also 2 = Arfnmaız 





nA 


| 
> 
RL 














oder auch, vermöge (9), weil .B. £z+N) —fz=2Af:z, nichts An- 
JSz HN) —fz 


deres ist, als fz = ; ‚» wenn man darin z-+A statt z setzt, 





und f,z wieder abziehet, folelich nichts Anderes als: 
‚1018 


orfız = FCHDFCHN-UCHHFT _ SCcHW-YICHHHr: 
pie m: ) 2 iu 








so dafs 


= LEHD-YCHME 


ar 922 








wenn man auf diese Weise fortfährt, die Gleichungen (9.) jede in die 
folgende zu setzen: 








202 L. Olivier, über Interpolations - Formeln. 





| 








E 








N 


(a+ni)—nflz + 


eo) 


2.,3,.,..08 


Set Hal... Ef: 








97° 
y= FEHI3M)—IFG Ham tafı Fr: 
BE 


welches das Nemliche ist wie (12.), indem 
A,fz = f(z +2) —/f: Zu 
$ 2 = fe +21) — 2f(z- N) + fz, 
14. = @+32)—3f(. + 2r) +3fa tn) —fS> 


en Pfr a\ n.n—1,„. ’ 
Si fe= feet) —nf[ic+ ya Hr let DB... hf: 
Setzt man nun die gefundenen Ausdrücke von 2, 2, fs... 2 
(2. und 12.) oder (2. und 14.) in die vorausgesetzte Reihe (1.), so er- 


halt man: 
(k — A) (k—24 i 


15. Seth = St 4AaSst Al Zn Ale... 


kK(k—A)(k—24).. Azsije be ar 
hi 
7 K 3 mi" ’E + ; 








oder 


16. fatM)=f: 
k 


+-l/@+X — fz] 


K(k—/)ı pr, ; . 
+ ZA fe +2 —2fc+N + fe] 





ı\(:— 27) ] IE > 
Ra ai. —.- Wh feat n/|2+(in—ı)A 
z.0. ns 
re Hmm... +fe] 
- | 


Z 
Dieses ıst eine Interpolations- Formel, vermittelst we elcher sıch aus 


den gegebenen Werthen fa, fz + N, fe +2Nn, Jz + >N.. .fztn) 
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von fz, für gleich viel von einander verschiedene Werthe z, z-+A, 
z-+2, z4+3X.....z- ni von z, wie man siehet, der Werth f(z-+%) 
von /2, für einen beliebigen Werth z+% von z finden, also der Werth 
von /z für einen beliebigen Werth z+# von z einschalten läfst. 
ist k ein Vielfaches von A, z. B. nA, so ist f(z+%) entweder, wenn 
m<{n, einer der gegebenen Werthe von z selbst, nemlich /(z-+ mA), 
oder kann doch vermittelst der Formel genau gefunden werden; denn 
ın beiden Fällen bricht die Reihe, wie leicht zu sehen, mit dem ten 
Gliede ab. Ist hingegen Ak kein aufgehendes Vielfache von A, sondern 
eın Bruch gegen A, oder incommensurabel mit A, so laufen die Reihen 
15. oder 16.) ohne Ende fort. In diesem Falle mufs die Reihe, wenn 
sıe Stati finden soll, convergiren; denn auf dieser Bedingung beru- 
het ılhıre Herleitung. 
Zufolge einer früheren Abhandlung (No. 1. in diesem Bande) con- 
vergirt eine Reihe, wenn das zte Glied derselben mit z2 multiplicitt, 











für 2=®x, Null ist. Es mufs also, wenn die Reihe (15. oder 16.) con- 
vergiren soll, 
& K[K—A)(k—24)..... k—(n—1)4 
[ lo 17, . _— | I fz 
A 76 I” 


gleich Null sein, für 2=x. Der Coefficient von A”fz in dem Aus- 

druck (17.) ıst der Quotient zweier Factoriellen, also der Ausdruck 

so viel als: ur; 
A 

ur 

18. nr Aife 


Nun ist, zufolge der Formel (1?2.), in der oben benannten Abhandlung: 











l c / a 
nn; a, \ 1,1 
un ı € Pr - 4 
I " 7 P . 6 j 
(4 7 1 
( 
nl p,b I 
Will man —— mıt —- vergleichen, so mufs man 
z .. a’ , < 


0. ah, mh pe un, b=m—1\, put 


setzen. Alsdann ıst, zufolge (19.): 





k 1 
a =], 
| 4 n N 
Jh" 2 KR (+1 n. 7 mt 1 
— : : „(—A)". ——, oder 
Ulla ar 1, . ran ( - 7 . 


EU | 


nn 
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—K a 
1 m k 
Km (+1) n + 
ve u a ‚ Ad)", 
y»+tı ı k a / 


Pe un 
(„+1 


Nach der oben erwähnten Abhandlung (daselbst. Gleich. 17.) ıst: 

















k 
79 1 u a ©. Aue 1 
( > 
u; 
Also ıst ın (21.): 
k N 
{ j ie E,. 
I AR 4 (+ ) - M l; 7 
Bi a - TR en 
+1) 
n 
Nun ıst fürn —=x, 
| wo... 
(+4) "=" eh 
u = ]1 ze 1 ae 1, 
und r 
. 13 
{ nn 
(+1) = >= 1. 
n / 
Also ıst ın (2D.): 
] tut 
ei (-,) ae 
24 = j , 
j>t+: ki, 
n” 
folslich ın (18.): 
- i 
FR +1, 1 
(-—) gen n Fe 1 
i Bet ;. I ABER [ EN A278 
5 DE h.Jz = Ar Jz nn -- une Bes... 
BR ’ \ N 
71” N 
+, 
. :% ' 2 
Der Factor (— ;) ıst ımmer endlich, so lange nıcht A\=0 ist, 


während # einen endlichen Werth hat. Es kommt also nur auf den 
Bruch —— au. Dieser ist, so lange nicht A”"fz unendlich grofs ist, 


n’ 


immer Null, wo # und A einerlei Zeichen haben, oder -- positiv ist. 


Die Reihe (15. und 16.) convergirt also ımmer, so lange nicht A” fz 


un- 
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unendlich grofs ist, und # und A nicht verschiedene Zeichen haben. 
Alsdann also gilt sie auch allgemein für beliebige f, 2, k und A. 


Sind, im Fall die Reihe nicht abbricht, nicht unzählige Glieder, 
sondern nur eine endliche Zahl von Gliedern gegeben, z.B. /z, f(c+R), 
J(z-+2N) .....f(z+mn), so berechnet man 2 + ı Glieder der Reihe, 
und läfst die übrigen weg. Dieses gehet besonders alsdann an, wenn 
A,fz, A}fz etc. der Reihe nach immer kleiner werden. 

Die Reihe ist an Gestalt der bekannten Newtonschen Interpola- 
tions-Formel gleich. Die gegenwärtige Entwickelung aber zeigt, dafs 
sie nicht blofs dann gilt, wenn sıe abbricht, oder wenn %4 ein aufgehen- 
des Vielfache von A ıst, sondern, unter den für die Convergenz noth- 
wendigen Bedingungen, auch dann noch, das heifst, dafs sie auch dann 
noch f(z+%k) genau giebt, wenn & und A zu einander Brüche, oder 
mit einander incommensurabel sınd, in welchem Falle dann die Reihe 
ohne Ende fortläuft. 


Nimmt man, wenn & und A zu einander Brüche, oder commensu- 
rabei sind, nur einen Theil der Glieder, vom ersten an, oder auclı, 
wenn A eın Vielfaches von A ıst, nicht alle Glieder, so giebt dıe Reihe 
/{z+1) näherungsweise. 

Die Reihe ist unter den Interpolations- Ausdrücken, die, nach der 
Bemerkung in (1.), auch ın dem gegenwärtigen Falle noch willkürlich 
sınd, eine von denen, die sich am nächsten darbieten. Weiter unten 
wird noch eine andere vorkommen. 


IJ. Interpolations-Formel für fz, wenn f bekannt ist. 
4. 


Wenn f gegeben ıst, so kommt es blofs darauf an, fz für einen 
beliebigen Werth von 2, z.B. z2-+/i, allgemein, also näherungsweise durch 
eine Reihe zu berechnen, mithin auf die Entwickelung von fr +Ä) 
in eine convergirende Reihe. 


Diese Reihe kann man unmittelbar aus der obigen (15. 16.) fin- 


den, wenn man darin A==0 setzt. Die Gröfsen, in welche alsdann 


A,fz A)fz Ayfz 
ren 





übergehen, bezeichnet man gewöhnlich durch 
Crelle's Journal. II. Bd. 3. Mit. 5 


=; 
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Erz Be fe a. 
"FR, 0: 033 £. 
so dafs 
EI u De 
BEN u , 
of: _ SCH2M 2/6 wre 
0:8 )? 
6, t oO? fz a (+34) — 3fz@+24)+ AA de) wer 
\0z:2? 43 
On fr JS +n})—nflz+(n—1)4] 1. _— +(n—2YA]l....+f: 
am Pr 
ist. für A = 0. 


Die Factoriellen A, A(k—A), k(k—R) (k 
in die Potenzen Äk, A’, A’ etc. über. Es könnte zwar scheinen, dafs für 





2A) etc. gehen, für A=)9, 


ein unendliches z, 


k(k—N\) (k—2A)....(k— nA) 
nicht nothwendig gleich A" seı, weil, wenn z. B. = gesetzt wird, 
welches, für 2=x, Null wäre, der Factor k—nX nicht k, sondern 


’ \ 1 
A—1 ıst. Aber es hındert nichts, statt 1=—, auch z.B. = oder 
I j j i u. 
A= -- zu setzen, wo m >1 ıst. Alsdann ıst immer Ak— rA=k, für 


N 


as 
n?* 


n=%x. Die Reihe (15. oder 16.) gehet also, für A=0, zusammenge- 


nommen ın folgende über: 
y Ei 7-3 Ö°fz ı.n BE 
44 (stk) = /: 2 "+2. en ee. Ht+35 = -+R. 


0: ve An 
Da nach der oben erwähnten Abhandlung (1.6. X.) der Coeffcient 


kr ie : i 
"u vauaet mal genommen, für 2=x, immer Null ist, so lange 4 end- 
Er PER 

















u Er i 
lıch ıst, so convergirt die Reihe immer, so lange 7 nicht unendlich 


srofs ıst. Man kann also demnach, unter dieser Se den Werth 
von fz für jeden beliebigen Werth z-+k von z berechnen, und sich 
{olglıch der Reihe als Interpolations- Formel bedienen. 


Die Reihe ıst, wie man siehet, die sogenannte Taylorsche, die 
man also auf diese Weise aus den eigentlich noch allgemeineren Reihen 


(15. oder 16.) ohne alle jene Schwierigkeiten findet, die sonst gewöhn- 
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lich mit der Entwicklung des sogenannten Taylorschen Lehrsatzes ver- 


bunden sınd *). 


II. Interpolations-Formel für fz, wenn nicht f, sondern nur 
einzelne Werthe von fz, für ungleich von einander 
verschiedene z gegeben sınd. 


I. 


Man setze 
23. Jz =Y% 
und bezeichne dıe zu den Werthen 
Di Bas Birne ML 
gehörigen und gegebenen Werthe von /z=y durch 
Yır Ya Y3*++-Vas 
so kommt es darauf an, eine Function von z aufzustellen, welche die 
Eigenschaft hat, dafs sie Y%,, Yes Y3++--Y. giebt, wenn man 2 gleich 
Z,> 255 Z;-..-Z, setzt. Aufserdem ıst für diese Function keıne Bedin- 
gung vorhanden, und ihre Form ist ganz willkürlich. Wenn die 
Function aufgestellt ıst, so läfst man sie für jeden beliebigen Wertlı 
von z gelten, und kann also dadurch Werthe von fz zwischen y,, 
Yıs Yars+:Yn einschalten. 


6, 
Da die einfachste Functions-Form die ratıenale ıst, so kann 


man z. B setzen: 


29. y=o,+22+0,2°+02°+....+2,,7”', 


WO %s Gy Ass Azererln., AR unbestimmte Coeflicienten sind, die sıch 





*) Anmerkung des Herausgebers. Die obigen Resultate stimmen mit denjenigen über- 
ein, die der Herausgeber in seiner Schrift: „Versuch einer allgemeinen Theorie der analytischen 
Facultäten, Berlin bei Reimer, 1823,” und zwar seines Wissens zuerst miltheilte, und woranf er 
seine Theorie der Facultäten, desgleichen z. B. den ersten, wirklich strengen Beweis des binomi- 
schen Lelhrsatzes gründete, der sich auch, noch weiter vereinfacht, in seinem Lehrbuch der Arith- 
metik und Algebra, Berlin bei Reimer 1825, ($- 223.) findet. Die obige Entwickelung ist aber aller- 
dings noch einfacher und besser, auch ist die Bemerkung wegen der Convergenz der Reihe hinzu- 
gekommen. Der Herausgeber hat die Ausdrücke (15. oder 16.) allgemeinen Taylorschen 
Lehrsatz genannt. Der Ausdruck ist für die ganze Analysis ungemein wichtig. Fs beruhen dar- 
auf die meisten Entwickelungen derselben, und er ist der wahre Fundamental-Satz der gesammten 
sogenannten Differential-Rechnung, die also auf die obige einfache und elementare \Veise begrün - 


det werden kann, 


2 lerı 4 


md 
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alle finden lassen, weil nach der Voraussetzung z verschiedene Werthe 
von y gegeben werden, nemlich u den 2 Gleichungen: 


Yı u + %,2, + 2, SH %, 2, + De + En-ı2, 9 
y | Een ee 
Y3 %, + nu + 2,2: 7 2,2) 


II 
RN 
H 
8 
„a 
+4 
‚S 
nn, 
w 
Ss 

Ze 


30. + .... " &, Ba 


n=aı te. te,» te. + - Tai ee 


=: 


Die zur Entwicklung der 2 Coeflicienten &, &, &+...%,_, nöthige 
Elimination ist aber sehr weitläufig, und zwar deshalb, weil sämmtliche 
Gleichungen die volle Zahl von Gliedern haben. Man erleichtert 
die Rechnung schon um etwas, wenn man den vorausgesetzten Aus- 
drücken eine andere Form giebt, in welcher die Zahl der Glieder in 
den verschiedenen Gleichungen, der Reihe nach, abnimmt, nemlich, 
wenn man z. B., statt wıe in (29.), wie folgt, setzt: 

3. yaß+Pß(2@—z)+Pß(2— 2) (2—2,)+ B(2— 2) (2— 2) (2—2;).... 
.... + ß,,(2 — 2) (2—2;) :...(2—2,). 

Alsdann sind die 2 Gleichungen, aus welchen die 2 unbestimmten 

Coefficienten zu suchen sind, folgende, nemlich für z=2, 2, 2....2,: 
Yı = Bo 

B + ß, (42) 

32, ui nd x + 2, ( (23, — . r ee er . 


er 
D 





n=R+B Ba y+f RS N u EB la —,) (2 “n —2,) (,— a 
.+ B, —ı (2,— —2,) (2, —2).« (u, — Zn- . 
Die Elimination zwischen diesen stein ist, weil sie wenig- 


stens zum Theil weniger Glieder haben, als die Gleichungen (30.), schon 
leichter. 


S. 
Das Verfahren (7.) bringt nun aber natürlich auf den Gedanken, 
die Zahl der Glieder noch mehr zu vermindern, und durch 
dasselbe Mittel, durch welches die Glieder in (7.) theilweise wegge- 


schafft wurden, zu machen, dafs die Ausdrücke von Yı, Ya--«Y„ sSämmt- 
lich nur ein einziges Glied behalten. Dieses geschiehet offenbar, 


wenn man Setzt: 
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33. = y,(z 
+ Yı@ 


Try 


ar 2,) (2 Mag 
—;2,) (z 


Be v. 


2;) (— 


/ 
2,) 2 


Bu es 


2,) (2— 2; ) 
—2,) — 
— 1,) (2 — 


ee. 
2). 





(z ” ) 
y 

u 

pi — 7) 


— 21 


u" \2 


+ In—ı PIE ) ( —2;) (a 
so dafs jedes Glied sämmtliche Factoren 


7 — /7 — 7 Tu 17 7 
“ ©» a m ni en 


hat, bis auf einen, und zwar so, dafs in jedem Gliede ein anderer 
Factor fehlt. 


nz 
Aus 


Alsdann sind die 2 Gleichungen, aus welchen die 2 unbestimmten 


Coefficienten %, Yır Ya + Yn-ı gesucht werden müssen, folgende: 


Yy = % (2, 2) (2, 2;) ( (2 z,) (2, — 85 ar . (z, Sn)y 
Pu PaNaR f . we Fe B =‘ 
) 2 GEREED Yı 5 z,) | \o2 A ,) (2, ” \ >23 u, ) . 2 8 au) nn, 
I w/ 
4 ya @ En PAOWRRIEN PEREN ORTE. 
3 — 3 FOR Pr 2 ya z,) (23 we )/ ..: 0 \v3 vn,’ 
® . . . . . - ° . > . 
. — f — 
Yn En Ynlzun— marcel ’n _—|,) ) (2. 2;) (2, Eulsrur (2, “1,—1/9 


woraus man unmittelbar und ohne weitere Eliminations-Rech- 
5.3 


nung Yo Yır Yar---Yn, und wenn man die Ausdrücke davon in (33.) setzt, 
33 (z— z,)(z—z,)(2—2z,).... 

















(z,—2,) (2, —2,)(21—2,)-.-»- (2 a)? 
+ (2 —:,)(2—z,)(2—:,)....(2—:z,) “ 
(z, —2,)(22 —2,) (23 —2,)-- --(22 — an)” 
+ (z—2z,)(2—z,)(z—z,)...-(z—:n) y 
EU ER CURRE or lin)" 
+ (z—z,)(z— tee BE y 
(in— 2) (22) — 23)... -(än — u, 4) ? 
findet, welches auch, wie leicht zu sehen, y=Yy,, Y:> Yı-++y siebt, Iuı 
2=2,, 2, Z3....2,; wie es verlangt wurde. 


Der Ausdruck 
tions-Formel, 


(35.) ist die bekannte Lagrangische Interpola- 
die man auf die Art, 
graph, sehr leıcht findet. Sıe dient zum Einschalten, wenn man 2 


wie in dem gegenwärtigen Para- 


einen beliebigen Werth, der weder z,, noch z,, noch 2, u 5. w. ıst, 
beilegt. 
9, 
Zu bemerken ist, dafs die drei Voraussetzungen (?9., 31. und 3.) 


nothwendig ein und dasselbe Resultat geben müssen, denn weil ın allen 
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dreien z sowohl als die besonderen Werthe z,, z,....z, von z sämmt- 
lich auf gleich hohe Potenzen, nemlich auf die 2— 1ste Potenz stei- 
gen, so muls man am Ende immer den Ausdruck (35.) finden, man 
mag für y dıe Form (29.), oder die Formen (31. oder 33.) voraussetzen. 

Diese Bemerkung wird man öfters benutzen können, um eine be- 
schwerliche Elımination zu ersparen. Gesetzt nemlich, es wären die n 
Gleichungen (30.), zur Bestimmung der 2 Coefficienten &,, &,, &,-:..&, 
in der Gleichung (29.) gegeben, wo n selbst unendlich grofs sein 
kann, so braucht man gar nıcht zu eliminiren, sondern darf nur statt 
der Gleichung (29.) die Gleichung (33.) voraussetzen. Aus dieser findet 
sich, wie oben, ohne Rechnung, dafs das Resultat der Elimination die 
Gleichung (35.) ıst. | 

10. 

Als Beweis, wıe vorsichtig man übrigens mit Interpolations- 
Formeln sein mufs, kann folgende Anwendung der Bemerkung in 
($. 9.) dienen. 





Man setze 


36. cs: -= ı+,2+2,,+ %2,.....+a,2,+ R, und 
A sın z 
37. —— mi +B: +2. +B3:.... +82. +R.: 


er 


Dieses giebt, der Reihe nach, für 





38. z=0, +}, —im +3, —ir, +37, 37 etc., und 
39, 2=0, +7, — ra, +27, —27r, +37, —Im0ete, 
=] 
o=1-+e(im) +47” +, im’ ta im'..... 
yo, (= ı- am) ta: — sam taim'..... 
o=1ı-4a(m +2,33’ +, 5m’ +aöm*..... 
\ = 1 2.GM)+ta.G@m— m + imt..... 
und weil —— bekanntlich gleich 1 ist, für z= 0, 
m 
10 == 4 +ß,r -+- '—+-£P,r 
4. Pe ı- Arte — An + Br 


“i 
is 
[€%) 
39 
er 
” [9 
nn 
DD »D 
39 
l ! 
ee 
» 
N) 


Lc® (.) [€ 
ty 
++PP 
‚o 


o 
j 


— 
| 
u 
+ 


D 
Ss 


K 


? N 
7 + [5,7 
(9. 
> - 
od 
(2 
. 
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Vergleicht man die Gleichungen (36. und 40.) und (37. und 41.) mit den 
Gleichungen (29 und 30.), so ist für die ersteren: 

y=cosaz2, y-ly=y=Y:..... -Y=0, 

1,=0, ,= +37, 3 =—47, ,=+37, 3 =—j# etc, 


und {ur die anderen: 


22. 


sınz 


\y — i s Yı —— 1 ’ Y? Y3 _— Yı .—.—. .:.2: Yı _— 0 
Also findet man, vermöge der Gleichung (35.), welche, wie in & 9.) be- 


merkt, das Resultat der Verbindung der Gleichungen (29. und 30.) ist: 


Gamt +3in)(2— ime+3m) (—3R)(2+#R)..... 





43. 














en in.+3n.—zn. —— ön. u Bull 
sinz - (x—n)( m): — In)( (2425 st (2 +37) up 
Be a en Per nn f 
oder: 








4.2 
NH Y? u) .. 0 8 8 und 
43 . - 2 - 2 Be: 
J. sınz = (2 a) BEE: ) 
7:/\ 47:)/\1 Ynt 


Diese Ausdrücke sind, wie bekannt, ganz richtig. Aber es ist gänzlich 


44. cosz = (1— 





Zufall, dafs sıe es sind. Denn aus den einzelnen Werthen 1, 0,0,0 etc. 


sin S 


- für z=0, 4m $3r.....undz=0, m, 27, 3... 





von cosz und 


können cosz und ne wie es vermittelst der Interpolations- Formel ge- 
schehen, keinesweges gefunden werden, weil durch die nemlichen, den 
Abscissen 1 und O0 und den Ordinaten O und O zugehörigen Puncte, durch 
welche ein Kreis gehet, auch noch unzählige audere Curven von der 
nemlichen Bogen-Länge gehen können, zu deren einzelnen beliebi- 
sen Bogen dann aber offenbar noch andere Abscissen und Ordinaten, als 
cosz und sınz sind, gehören können. Die Ausdrücke (44. und 45.) müs- 
sen vielmehr aus den Ausdrücken des Cosinus und Sinus durch Expo- 
nential-Gröfsen und durch Zerlegung dieser Ausdrücke in Factoren nach 
den Eigenschaften der Gleichungen mit zwei Gliedern gefunden werden. 


Die nemliche Anwendung, die hier von der Interpolations- Formel auf 
den Kreis gemacht worden, würde auch auf die Ellipse, die Cycloide, 
und jede andere geschlossene Linie passen, für welche alle zugleich doch 
dıe Ausdrücke (44. und 45.) keinesweges gelten. Die willkürlichen In- 
terpolations-Formeln müssen also mit Vorsicht gebraucht werden, be- 











I), 


sonders wenn die einzelnen Werthe der veränderlichen Gröfse, von wel- 
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cher eine unbekannte Function interpolirt werden soll, zu weit von ein- 
ander entfernt sınd, wıe es in dem Beispiele vom Kreise der Fall war. 
Auch dürfen die interpolirten Glieder nicht leicht aufserhalb der Gren- 


zen der gegebenen Gröfsen, sondern sie müssen innerhalb dieser Gren- 
zen liegen. 


11. 


In dem Falle, wenn dıe Werthe z,, 2, %3> :.... 2, von z, für 


rn 
welche die Werthe von y=fz gegeben sind, der Reihe nach gleich 
viel von einander abweichen, giebt die allgemeine Interpolations- 


. 


Formel (35.) Folgendes: 


Man setze 


en 
| a 
[W) 
2 N 
> 2 
pe 4 

1er 


oe 
| 
Re > 
BE 
Dym > 
+ 
2; 
S>.> 
| I 
E; 
N 2 


dafs 





„= fr —h—(n—ı)\‘), 


> 
a 


so ist, vermöge (39.): 


_ +mMC 2ı-+-1) (SAHR)..... en RR 


BER:BE,.:.: (n—1)4 / 


k{2A 4-3 RB) ar Ze +[Rr— MAR} frz 


ihr Be,, am 





46, 


z—k—‘) 























oder: 
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Re. fz nis (k-- 4) R+2ME+34 en [kr + (n — ! 7 
Fe 1.32. 32:85...,. (n—1)} 








_ n—1A 
Ak) Pi 


(n—1)A(n—2)4 " 
r 22.2422) [@—h— 2) 


_ Buben IA. (n—3)4 

















31.22.1432) Ja—h— 3X 
(nl). —— Hi 3 | 
+ a z 
(n—1 )Aln—: 2)4 TER A| u 77% } (N 1A |. 


oder, wenn man (z+4) statt z schreibt, 


47. fl +4) — vi k.(K4+4#) a _ IA) oc ktln— 1 /. 


k.2Ä. ‚41. ..(n—1)/ 
1 
x I-/ 


n—1 1 N 
> +17/% N 
n—1.n—? 1 

















| ur de 0) 
T 2 TERN 
i 
n—1.n—2.n—3 1 f! Mr 
u r u f} nn 6 (ze 3/ 
2.8 4-34" 
. = 14 . e . 


) iR 
ni /- __f ne \ H 
+ Fa -mS@- Rd], 


oder auch, wenn man — / statt + k schreibt, 











AS fa —h) (A—k)(Q2A—K)\(3A—k) er In -1)/—7] 
u ae 7 E 7 (n—1)/ | 


|/: 


n—1 k ’ 
ne 











i Ak 
n—1l:2—2 k ’ ’ 
are 5 I. Fe 7, 
n—1.n—2.n—3 k > 
- (z—- 3A) 
A I — / 4 


ame k 





2—(n-—1)A) 
” ung 5 wer? a]. 
und, wenn man ın (47.) —X statt + A schreibt, 
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| il A) BEE. di 
49. [er =& 2.28.88... .o—1)1 
1 
x |zf: 


Zum 


= 

u en ? in a 
—1.n—2 1 

La me ==; acc 


—1.n—?2.n—3 1 
- . > ® —335@ +34) 
1 
En = Be \ 
+ —mfe+e—nn], 


wo die oberen Zeichen gelten, wenn z gerade, die unteren, wenn n un- 
gerade ıst. 











2.9 





Dieses ıst die zweite am Schlusse von (3.) erwähnte Interpolations- 
Formel für den Fall, dafs /= für gleich weit von einander entfernte 
\WVerthe von z gegeben ıst. Sıe ist nur für ein endliches 2 brauchbar, und 
nur füglich dann, wenn in (49.) z+k zwischen z und z—(n—1)A, 
oder & zwischen O und (2—1)A liegt. 


Anwendung der Interpolations-Formeln auf die Auflösung 
der algebraischen Gleichungen von beliebigen Graden. 


12. 
Es seı die algebraische Gleichung 
0. "ta, x” +a,x”"?.... +0, = 0, 
näherungsweise in Zahlen aufzulösen. 

Unter den verschiedenen Auflösungs- Verfahren ıst das von Budan 
eines der einfachsten und vielleicht am wenigsten mühsam. Vorzüglich 
ist es geeignet, einer Wurzel erst einigermafsen nahe zu kom- 
men. Wiıll man aber die Wurzel schärfer und auf mehrere Decıimal- 
stellen berechnen, so erfordert es ın den meisten Fällen dennoch viel 
Rechnungen. Man wird sıch in solchen Fällen zuweilen folgendes Ver- 
fahrens, welches eine Interpolations-Formel, z. B. die Lagrangische 
(35.), zu Hülfe nımmt, mit Vortheil bedienen können. 

Man setze nemlich: 


1. "ta y"ttay”"°.... 40m = 2 
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und suche vermittelst des Budanschen, oder auch eines anderen Nähe- 
rungs- Verfahrens, einige Werthe y, Y, Y3 +» - » Y. von y, welche 
Werthen 2, 2, 23....z, von Z zugehören, die wenig von Null 
verschieden sind, und entgegengesetzte Zeichen haben. 
Etwa mufs, wo möglich, die Hälfte davon das Zeichen +, die andere 
Hälfte das Zeiehen — haben. Alsdann drücke man vermittelst irgend 
einer Interpolations-Formel, z. B. vermittelst der Lagrangischen For- 
mel (35.), einen beliebigen Werth von y, von welchem nun voraus- 
gesetzt wird, dafs er zu einem beliebigen Werth von z gehöre, ans, 
also z. B. wie folgt: 
2, y— Sarriunblerr Aula ren) en “ 
(2, — 23) (2123) (21—2,)----(&ı— 2n) 
(z<—z,)(2—z,)(2—xz,)....(2— zn) 
(23 —2:)l22—- 23)(22 —2,).--- (22 —2n) iu 
+ (z—z,)(z—z,) (2 —:,)....(2—x,) 


(2; —z,)(z; —2;) (23 —2,) ale ..(2, nnd ’ 











- . \ 





- - [- _ gr r 2 r \ 
[2 vr ) v2 Z,) \vn 2;) ee... Au 7] vn ı / 


r (— zı)2— 2.)(2—2;).... (2m) 
\ \ 


Setzt man in diesem Ausdruck z=0, so ist, vermöge der Glei- 
chung (51.), y offenbar eine der Wurzeln der aufzulösenden Gleichung 
(50.).. Also kann man annehmen 


t 


- - . 
y x 


2.0 


‘ 











ı |\b 


>. — 


- 
- 
. 


(z,—2z;) Yc Ta 


? 


g)e+ >». Sr "Zr 




















oder auch 
Yr 
9 ro h 
JıD. -x =Z Z, 2, Z4:+..2 | - ” 
f ‚ "12, (23, —2,)(21 — 23). ...(21 —2n) 
a Y2 Vn RR | 
i z,(22—:;) (227 2,).--+(22 —2n) Znlzn—2ı) (zn 22)- -- - (Zu — Zn) 


las obere Zeichen gilt, wenn 2 gerade, das untere, wenn z ungerade ıst, 
Von der Nähehung, die dieses Verfahren zu gewähren vermag, kann 

man sich auf folgende Art einen Begriff machen. 
Man stelle sich nemlich eine Curve vor, deren Abscissen y, und 

Y 
echtwinklise Ordinaten Z sınd, und die also gleichsam das Bild 
eren r & 
ichuns /51.) ıst. Die Abscissen y, für welche die Ordinaten 
er Gleichung ( Y, 

Null sind, oder für welche die Curve die Abscissen- Axe schneidet, sind 
offenbar die Wurzeln x der aufzulösenden Gleichung (50... Nun sind 





2Q%* 
An 
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nach der Voraussetzung zur Vorbereitung einige Abscissen Y,, Ya Yır--- 

..y. gelunden, deren Ordinaten 2Z,, Z,, 2,....2, entgegengesetzte 
Zeichen haben, und wenig von Null verschieden sınd. Es 
sind also 2 Puncte eines kurzen Stückes der durch die Gleichung 
(51.) vorgestellten Curve gefunden worden, welches die Axe nothwen- 
dig schneidet, und zwar in dem Puncte, dessen Abscisse x ıst. Die 
Anwendung der Interpolations- Formel aber ıst nichts Anderes, als dafs 
man durch die nemlichen z Puncte eine andere beliebige Curve legt. 
Diese Curve muls also die Axe nothwendıg ebenfalls schneiden, und je 
mehr Puncte die wıllkürliche Curve mit der durch die Gleichung (50.) 
vorgeslellten Curve gemein hat, und je kleiner die Ordinaten sind, um 
so näher werden, weil die Curven stetig sind, einander die Puncte lie- 
sen, in welchen die beiden Curven der Axe begegnen, das heilst, um so 
näher wird das ®, welches die Gleichung (53.) giebt, der gesuchten 
Wurzel der aufzulösenden Gleichung (49.) kommen, 

Will man die Näherung weiter treiben, so berechne man zuerst, 
indem man das durch die Gleichung (52.) gefundene x für ein y der 
Gleichung (50.), oder für eine Abscisse der durch die aufzulösende Glei- 
chung vorgestellten Curve nımmt, das zugehörige z, oder die zugehörige 
Ordinate dieser Curve. Dieses z reihe man an seine Stelle unter die 
anderen berechneten Ordinaten 2,, Z2....2, ein, so das nunmehr 2 +1 
Werthe von z mit den zugehörigen y bekannt sınd. Alsdann bediene 
man sich der nunmehr ein Glied mehr enthaltenden Gleichung (53.) von 
Neuem. Da das zuerst gefundene x schon einer Wurzel der aufzulösen- 
den Gleichung nahe kam, so wird der dazu gehörige Punct der, die ge- 
sebene Gleichung vorstellenden Curve dem Durchschnittspunct dieser 
Curve mit der Axe schon sehr nahe liegen, also wird der Durchschnitts- 
punct der neuen Curve, welche durch die gefundenen 2-+1 Puncte ge- 
het, mit der Axe, dem Durchschnittspunct der, die gegebene Gleichung 
vorstellenden Curve, und der Axe, um so mehr nahe kommen, folglich 
wırd das x, welches die abermalige Anwendung der Formel (53.) giebt, 
die gesuchte Wurzel der Gleichung wiederum schärfer ausdrücken. 
Durch Wiederholung des Verfahrens kann man auf diese Weise die 


Naherung immer weiter treiben. 
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17. 
Drei mechanische und hydrodynamische Aufgaben 


nebst Auflösung. 
(Vom Herrn Prof. Dr. Lehmus. ) 





I. 
Die anfängliche Geschwindigkeit einer Geschützkugel 
kann dadurch bestimmt werden, dafs man einem Cylıinder- 
Mantel von einer leicht durchdringlichen Materie, etwa 
von Papıer, eine gleichförmige drehende Bewegung um 
seine lothrechte Axe mittheilt, und dann die Kugel, horı- 
zontal, ın der Richtung des Durchmessers, durch denCylın- 
der schiefst. Aus der Geschwindigkeit des Cylinder-Man- 
tels, dem Halbmesser desselben, und dem Winkel, den diese 
Halbmesser durch die Mittelpuncte der Oeffnungen, welche 
die Kugel in demCylinder-Mantel bildet, einschliefsen, be- 
stimmt sich dann die Geschwindigkeit der Kugel sehr 


leicht, wenn man die Bewegung derselben durch denCylıin- 
Wenn nun die Ku- 


der als eine gleichförmige betrachtet. 
gel als ein Punct > (Fig.1.) angesehen wird, so soll die Curve 
bestimmt werden, welche der sich geradlinig bewegende 
Punct p innerhalb des Cylinder-Mantels beschreibt. 

Es sei die Geschwindigkeit des sich gleichfürmig bewegenden 
Punctes 7=c; die des Cylinder-Mantels =v; der Halbmesser desselben 
—=r; 4 der Punct im Cylinder-Mantel, durch welchen > nach der Rıch- 
tung des Durchmessers MB in den Cylinder eingeht; M der Mittel- 
punct dieses horizontalen Querschnitts, € der Punct im Mantel, welcher 
dann ın 4 ıst, wenn p in D sich befindet, also, wenn MÜ gezogen und 
aus M mit MD der Bogen DE beschrieben wird, E der Punct, welchen 
p trifft, in dem Augenblick, in welchem p den Weg AD zurückgelegt 
hat, so ıst E ein Punct der verlangten Curve. Fället man nun EF nor- 
mal auf SP, setzt die Abscisse AF= x, die Ordinate FE= y, den Bo- 


genC4=ra; so hat man AD: AC oder ID:rae=c:v; alo AD= —; 
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folglich MD=ME=[r = (12a); also 
I. »=r—r(1— 22)cose, und 


Il y= r(1— «) sın &. 


UV 





. . . y 
Aus beiden Gleichungen folgt, weil tg = — 


ıst, auch 
7 





N\2 un a c ’y 
Il. (r—r)”’+y = nr. (1-2 arctg , 


a; 
Ist nun noch G der Ausgangspunct, so hat man sowohl für 4 als für G: 


2 2 C ’ 2 . 
r—ı’ + y=r; also ?—=r (1 —-—arctg —_) ‚ folglich 


Fr 
r— x 





1— — arcitg ode 1-—u=+ı, 
(D UV 


wo das obere Zeichen für 4, das untere für G zu nehmen ist. Für G 


2v . . .. . . 2 } 
entsteht daher = er folglich die zugehörige Abscisse 44H =r-+rcos - 
. . . 9) , Pr = y 
und die Ordinate =—r sin — oder HG =rsın —, 


Soll @ mit 4 zusammenfallen, d.h., soll die Kugel zu demselben 


. ne 2v 
Loch ausgehen, durch welches sie einging, so mufs r-H-rcos — =0 und 


c 


. 2v . 2v 
auch rsın - =0 sein, woraus -=#7 folgt, welches Resultat auch leicht 


unmittelbar zu erkennen ist. 


TI. 

Eın Gefäfs voll Wasser ist auf die Tiefe A (Fig. ?%.) pris- 
matısch vom Querschnitt #4, und hat im horızontalen Bo- 
den eine Oeffnung =a. In diesem Boden befindet sich eine 
zweite horizontale Oeffnung vom Querschnitt B, und unter- 
halb derselben ist dasGefäls vertieft und hatın der Tiefe i, 
unter B,also in der Tiefe A+2=JH, unter dem Wasserspiegel, 
eine zweite Ausflufsöffnung vom Querschnitte. Es soll die 
Zeit 7 bestimmt werden, in welcher sich, wenn kein Zu- 
flvfs statt findet, der Wasserspiegel um die Tiefe A senkt. 

Senkt sich in der Zeit 2=®x der Wasserspiegel zur Tiefe x, so 
Niefst in der Zeit O(x-HA)—D®x die Wassermenge Ak durch die beiden 
Oeflnungen « und ce ab, durch die erste mit der mittleren Geschwindigkeit 
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2yIg(h— x — k’)], durch die zweite mit der mittleren Geschwindigkeit 
2y [g(H—x—k'')]|, in welchen Ausdrücken £ die Beschleunigung der Schwe- 
re, und Ä’ sowohl wie 4‘ eine zwischen O und # fallende Linie bezeich- 
net. Wird daher 2/g durch & ausgedrückt, so hat man die Gleichung: 
Ak = [a.ay(hk—x—k') + eaV(H— x —k')[Ppc+M)— Or], 
und hieraus, wenn ®(x-+-Äk) nach der Taylorschen Reihe entwickelt, 
dann mit & dividirt, und endlich &, also auch 4 und 4” gleich Null ge- 
setzt wird: 
A = aley(h—x) + ey(H—x)].Px; — 
A 
t= Pr - (va PA Aenrs = »Y (H— x)’ 


Ist nun 1stens e=a, so wird 








A 
ao” zu) Va 


— ar H—x)° — (h—x) ] +C= =. [2° 1° ’—(H—x) 4+(h—0)°]; 


und demnach 














T=- 


g9aab Z[e+o u: 38]. 


Ist aber tens Den so hat man 


= / | n, : di ; also, ec nn durch e bezeichnet 
a*h—e* H— (a?— e?)x re 




















av h=a)—eV (Ha) 3 
=- (3) ge ex; oder, c—x=y gesetzt, 
Ba a u z (H—c4+y) 2 
£ u oYy 
(a? Er 


a ... 


a(a® pie 2 Zus =2 =),,] 


Es ıst er [Ey (Lehmus Analysıs, nr pag. 117.) 
= 2yla+y)—n. 4 mzutrt2Va Vor), 



































Y 
ID . 
also, ———: durch 2 bezeichnet, 
2 ‚\ 8 r 9 - , 
JF3 +y) oy=2y(ma’+ Y)—aym.n-2 +3 walmiylne +7) 


und eben so 


f en N oy=2y(ime+ty)—eym m trt2 — tee) 








folglich 
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2 2 , 
GE u = l2ev oma’ +y)— aeym en +y+2eVm.V (ma + 
UD Y 


2me:-y-H2eV m. mernigc 


K 





— 2ay(me--y)-+aeymin 


lzevan«‘ +y)—2ey(me--y) 


2me:+y+2eV m.V (me? +y) 
+ aeymin 2ma’+y+t2aV m. V (ma? --Y l+c, 


oder, die Werthe für e, 2, y substituirt und a®—.e* durch d* bezeichnet: 


A m 


& y 


d 


























Be | un Ai ldV(h—a)+teYb)] 
nt evtH—n) ur +" ln yrazarerapl Mr 
A ee, ar, dYih—x)+teVb 
"ad? ER) a u 2 vente: 
Für £=0 ist auch ?=0, und AED, Kaitae sıch 
Wi 24 3 47 dV h -r eV b 
Ze ad? [ev H ayat In real 
folglich ist vollständig: 
= 2# [aiya—va—2) —elYyH—yY(H—a)] 





+ aeVb, [aV(rh—. a a] 
d [avi H— c)--aYv b| [AV h tevVob| I 


und hieraus, A für x gesetzt, 











2A a u e dVYH-a — 
r __ 4 Eu on r de 
7 au” d? le vh e(yH Y b)+ Nata' dVh+teVb 
Ist endlich 3tens @ <Te, und ae man e&@—.a? durch d’, so ent- 


steht, wıe ım ten Falle: 


A ‚0 ıll. Ab OYı/ a? b 
tus —; l«/ a l (; — —) — ef: -yV (hr -)] wenn y den Ausdruck 





H—a'l 2 
a vorstellt. Es ıst aber 


e’—ä 
f.? =, vy—r = FE — 2yrarctg — 
1 e?b ae ei 0? ) ( a?b 
TER: "7 FE ER. 3.4.1 au __a®b 
= [er 2) 2Evd are IE) 2er) 
2 ea /f — .ı?b 
+ vb vergl ab )I|+e 
24: ' 
— 7 leya—a)—e.v(H—a) 
eV b De; ze I ,/h— 
+ 27 (art -Y—E are YZR)| +6. 


we 


also 




















worın 


TE... A lavr—eyH+° 


&d? 


aevV b 





(arc tg- — -y- r. ! -aretg —y- _— „| ist. 
Man 
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An g Pr BLZ, . 
Man hat daher nun vollständig: 
2 f 


= 24 [eyH—Y(H—n]—alyh-y—a)] 








+— "(areıs VE —areig "= _ arctg Ye + aretg- y z)) 


und hieraus, für <=h, 





9 4 
ee nn of r 
ah SITE | vH—yvb)—ayıh 
> te“ + arctgl > arcig ıy )l; d ] 
meh — c ” _—— ——  — ıYy Pr 1Cn1 
d N a b a r) j GREEN TEEN 


4 
Fi 


ur £ vA—yb)—ayıı 
acevV b . tg dfabe-.a* VOom+dv( FH) N bH ä 
+ oe Da?be-tud”VY (hHl) + d? eV 6H) — a dA? Y (bi „ 


d 
fi er d(aY H-e ee j 
er hiess i Ed. \ hs 3.6 
&.d? lew: 1 vb) ayh+ arcig a?VY H+taeVı+dV by" 








# 








AN NL .. 1) 4 

st h=W; b=9, a=e=y,7, Quad.-Fuls, so erhält man Z=B,00 —-. 
I 
is — l, — _: . PER ° 4 1 
sth=l,; eg; [= N, e=hN,; - - - - - TER & 
thr=10; eg, 1 = HN; e= 0, - - - - - T=9NZ 


11. 
Zwei prismatische, anfänglich leere Gefäfse commu- 


niciren durch eine Oeifnung vom Quadrat-Inhalt a; das 
erste hat den Querschnitt 4, das zweite den (Querschnitt R 


n 


und in das ersie flıefsen gleichförmig ın jeder Secund« 
Cubic-Fufs Wasser; wie hoch steht, nach Verlauf von £ Se- 


Y {a} 


cunden, das Wasser in jedem Gefüfs 


In dem ersten x, ın dem zweiten y Fufs hoch, so hat man sogleich 
die Gleichung: 
1. Mt= Ax + By. 
In den folgenden # Secunden sind, =Pt, y=/ft geseizt, am 


Schlufs der Zeit #, die Wasserhöhen 9(t A); fü (t-F&); also die ll 
schwindigkeitshöhe = @ (+4) — /(t-+#). Im Anfang der Zeit war sie 
—=(ti — ft, so dafs dieselbe also, 4° < & gedacht, während der Zeit 
k = O(lt--i)— f(t-4-%') zu setzen ist. In der Zeit & Sliefst demnach 
aus dem ersten ins zweite Gefäfs, die Wassermenge 
2ayg.vlPtt--RN)—f(t--%)].k, und es sammelt sich in dieser Zeit 
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im zweiten Gefäfs die Menge B.[f(t+k)—/ft]. Man hat daher 
I N Y k'? (al / 
2. 2ayg. l l#:—ft + 4(0t—fd)-+ „(9 t—f'i) +....| 


k 
= B(ft +3 f....), 
und hieraus für Ä=0, also auch 4 = 0: 
| ee 
3. 2ayg.Y(x—.y) [| Ban. 
Wird in diese Gleichung, nachdem die Ableitung der ersten gebildet 
wurde, hieraus &£ substituirt, so erhält man: 




















Mm _ AödcH+Boöy, 
2aVg.V(a—y) boy } 
oder, Y(r— y) durch z ausgedrückt: 
MBoy ii j 
av = A(&y-+ 220z) + Boy; also 
a . re 
SV‘) = (4+B)zöy -+242z°0z; oder, 

MB A+B | RER 
gay; = wid Ze gesetzt, (b— cz)dy = 2°0z; folglich 
ey = —Z_; und daher 

u Deutz / 

1 . 
y-—:: 22° In(b—cz)+2bez+ cz] +C 
’ b 
= 22 [#1 —&-—20e2— er] 
2c b— cz 


Nun ergiebt sich auch sogleich: 








. Boy 3 z0z 
ot == - == . s also 
2aVg.z: 2aVg b—c:’ 


ev ma] 
En seen an BER 
En 2ac?.Vg a er 




















—_ 
Nu 
win 


? 
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18. 
Ueber eine besondere Gattung algebraischer Functionen, 
die aus der Entwicklung der Funcuon ((—2xz+3')' 
entstehen. 


(Von Herrn Prof. Jacobi zu Königsberg in Preulsen.) 





1. 

Die merkwürdigen Eigenschaften dieser Functionen hat zuerst Lie- 
gendre in seinen Untersuchungen über die Attraction der Sphäroide 
und die Gestalt der Planeten bekannt gemacht, im 10ten Theile der 
Savans etrangers, und in den Memoiren der Pariser Academie von den 
Jahren 1784 und 1789; später hat er sie ım IÖten Paragraph des 5ten 
Abschnittes seiner Ewercices sur le calcul integral zusammengestellt. 
Sie sind die Entwicklungscoefhicienten X’, X, X... A in 

= IS = ı1+X2 +X'?+- X’ 4....+X”%7"” 4 etc. 
Diese Functionen, als deren fonction generatrice (1 — 2xz -+- x): anzu- 
selıen ist, genielsen unter andern der Eigenschaft, dafs wenn vr und n 





a 


ungleich sınd, ımmer 
ER Xmox 0, 


wenn aber n=n, so findet sıch 
/ +1 X m) Xxm x FR 1 ER 
» 


wodurch es möglich wird, wenn man eine Funclion von x nach diesen 
Coefhicienten entwickeln will, die Coefficienten als bestimmte Integrale 
auszudrücken. Setzt man nemlıch 
Eu u’ UyU HI NUM (n\ 97 
Fe = ALAK LANZ AUXUL... + AN etc, 


wo A, 4, A',...4” kein x enthalten, so wırd 


an — 2rt1rp.. X, 





2 
welche Art der Entwicklung viel Aehnlichkeit mit derjenigen hat, welche 
Euler bei der Eniwicklung einer Function nach den Sinus und Cosinus 


vielfacher Winkel gelehrt hat. 
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Es scheint mir aber Legendre die Fundamentaleigenschaft die- 
ser Functionen übergangen zu haben. Sie ıst ın der Gleichung gegeben: 


1 or (a? — 1" 
Bi — . & 


yyn 





=” 


1:2.3..5200 8 
Man kann diesen Satz leicht a posteriori prüfen, indem man dıe Ent- 
wicklung von x wirklich vornimmt, und auch das zte Differentiale von 


(®—-1," entwickelt, Er findet sich aber direct so: Hat man nemlich 
eine Gleichung, 





Y x = #P Y) 
so ıst nach dem Lagrangeschen En: 


ei as 7, 2 3 6? 

















| n2 -n or Fr" Fr 
ui en — etc. 
J +73 02. 1.23 + ++7123 x 
woraus folgt: 

Y DE= , z2 9: F2 23 03Fa3 o” Fx" 
er ts gets met to aa Fe 
cx ( 2 dar '123. 88° 1.2. ar 0x" 

Setzt man nun die Gleichung: 
Y x = oe 1), 
wo Fiy) = zsy’—)), so ıst 


1—ıy=y(1—2r72 +7). 


Differentiirt man aber die ren Gleichung, so erhält man: 





zy)= 

woraus: 
2 ER ! u > no Kinn 
FE 4 5. 27 =, Tall Del 1er ee See Meer 


+ . . . 0% . 
Vergleicht man damit den oben für —— gefundenen Ausdruck, ın wel- 





OX 
chem man Zr=3(x”—1) setzt, so erhellet: 
An 2: __ I 
xn —_ 1 0" (x 1) 





un 
— 


"1.2.73. 

Man sieht sogleich, dafs die vielfachen Integrale von A bis zum 
(n—1)sten zwischen den Grenzen x=0 und x =1 verschwinden, 
weıl sie den Factor 2°—ı enthalten 





Bemerkt man nun, dafs durch 
teilweise Integrirung, wenn y irgend eine Function von x a 
[y9202 = ypröx— Oyfprin— yf'padn—.. 
— NOT YyFORIr FH NfRrYSOROR, 


und setzt 9x = X”, so erhält man augenblicklich, da 


"mg aan (x? — 1)” 
“ Re) 





u a 
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und die übrigen Glieder zwischen den angegebenen Grenzen verschwinden: 








= Knorr — = —1)" . 0? — 1)” 
Ri pi 7.2. 3... 0er 2 


Hat man ae 
Fe = A AX+1'X” - 42'X” + etc, 


so erhält man sogleich 


- | > > + >4 z | 
Ä A y4 IL Ba 4 L u eic. — 2 % RS Er % ( I u 1) ( X 
A 3 Ad A „) q'! R F 5 ( Y} ) 


1 


3 
Es findet aber zwischen den Diiferentialen von (x®*— 1)” noch eine 
merkwürdige Relation statt, welche dann gleichfalls eine neue Bugen- 
schaft der Functionen A“ zu erkennen geben wird. Sie ist in der Glei- 
chung enthalten: 


Oo" "(22 — 1)” . ortr( (2 2 __ fr 
1.2.3... r un 1.2.3...ntr ° (r<). 


Ich gelange zu ihr durch Ba Methode, deren ich mich schon 








in meinen „Disyuisitiones analyticae de fractionibus simplieibus” (Berlin 
bei Herbig A. 1825.), bedient habe. 
Bezeichnet man in der Entwicklung einer Function von A, F(h). 





den Coefficienten von 4” mit 
IF(h)\h”, 
so hat man zufolge des Taylorschen Liehrsatzes: 


NIntr [2 4 \n 
C a m: er 2 
( ) m—— E. g 1 -- 1 Oo sh dd \ ı +r 


.(n+r)oa"tr 
=ın 
a (x — fl -i- 2 u SE | rt ea _—ı) 1) | het, 


Indem man ın der Entwicklung h mit a u x—1 behaftet läßst, 





wird der Coeffhicient von 4"*" mit dem Nenner (x —1)"t” behaftet sein 
Zieht man diesen heraus, so erhält man: 
a— 1)" Tı 2X + Aa — I) Art, 
1 . 
Setzt man statt A jetzt —-, so geht der Ausdruck über in: 
L 
er _..y 2x x 2 _—1 1 f 
(e— 1 Zi en 7 ar), 
i ) m I m ) 
Die Multiplication mit A” giebt 
ECHT 
Man hat also: 


(@a+yP—ı)a tr = (— 1) {fe + A— 1]") a", oder 


Ta + — 1) = (— 1)" [a + A)? — 17127; 
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welches so vıel ıst als: 
Te EN 
1.2.3....(na—r)da”” N /1.2.3....ntr)oat‘ 


Nimmt man das rfache Integral von X") so, dafs jedes genommene In- 








tegral für = —1, oder für =--1 verschwindet, so hat man: 


EEE 1 
Xmoxr — 07T (u }) 
2. 2.8, 3 A 


Man kann dıe gefundene Eigenschaft, in Bezug auf X”, daher auch so 





ausdrücken: 
xXm dx er or Xi) 
153 = —ı1)'75 n wur 
.2.3....(n—r) .2.d....(ntr)oöa 


Es ist zu bemerken, dafs ım Allgemeinen die Functionen, welche 








„(a — a”(ac—b)" . 
man durch ©” pr darstellen kann, derselben Eigenschaften ge- 





niefsen, wenn man beı den Integrationen, statt der Grenzen — ı und 
+ ı, die Grenzen « und 5 nımmt. Uebrigens ist die Function X) die- 
selbe mit der Function, welche Gaufs in seiner „Nova methodus inte- 
gralium valores etc.” mit Ü bezeichnet, und deren Wurzeln die Intervalle 
der zu berechnenden Ordinaten angeben, damit die Quadratur der durch 
die respectiven Puncte gelegten parabolischen Curve eine möglichst gröfste 
Näherung gebe; wie ich denn auch ın der Abhandlung über diese Me- 
thode die Function P, welche mit dieser zusammenhängt, rückwärts 


aus denselben Eigenschaften deducirt habe. — 


Königsberg in Preufsen, ım August, 1520. 
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19. 
Ueber die Hauptaxen der Flächen der zweiten 
Ordnung. 


(Von Herrn Prof. €. D. Jacobi zu Königsberg in Preulsen.) 





1. 

Die Aufgabe, eine Oberfläche der zweiten Ordnung auf ihr Hauptaxen- 
system zu beziehen, fordert bekanntlich einen Ausdruck von der Form: 
Axc+Byy+Czz+2eyz+2bix + 2cxy, 
wo &, Y, = die Coordinaten eines Punctes bedeuten, durch Einführung 
eines neuen rechtwinkligen Coordinatensystems in einen Ausdruck von 

der Form: 

LEE+ Muu + NEE 

zu transformiren. Ich werde ım Folgenden voraussetzen, dafs das ur- 
sprüngliche Coordinatensystem, in Bezug auf welches die Gleichung der 
Oberfläche gegeben ıst, ein schiefwinkliges sei. Das Problem, in dieser 
Allgemeinheit gefafst, umfalst die beiden Fälle, wo das ursprüngliche 
Coordinatensystem ein rechtwinkliges oder ein schiefwinkliges conjugir- 
tes ist, welche beide schon früher behandelt sind. 


2, 
Die Relation zwischen den alten Coordinaten &, y, z und den neuen 
&, v, C sei durch die Gleichungen gegeben: 


een 
1. y = «ec +Py+Yz 
= at Riytrte 


Das System der &, v, © ist ein rechtwinkliges; die Axen des Systems 
der &, y, = sollen mit einander die Winkel A, u, v, und zwar die Axen 
der y und z den Winkel A, die Axen der z und x den Winkel p, die 
Axen der © und y den Winkel v bilden. Man hat demnach zwischen 
den 9 eingeführten Coefficienten die 6 Gleichungen: 


1) aaa tat. =ı, 4 Py+Py'+R'y‘ = cos1, 


1. 2) BPB+PP+P"P"=1ı, 5) yat+ ya’ + ya = cosu, 
I)INIYYrYY > 


1, 6) «eB+«e'Pß’+a”’P"’ = cos». 
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Will man aus den Gleichungen I. x, y, z durch & v, C ausdrücken, 
hat man hierzu, wenn man der Kürze halber 
= .aßpy’+ßyat ya" — aß" y — Ry'a'— ya‘ 
setzt, die Gleichungen: 


a ET EEE RE LEEREN Aush < 





8 


iy= (Wal Ya)iern"a—ye)y + (ya u ‚6 


ar Ni HUNMNZ (m! NR BIN... Ai H# ; z NE 
a . 
w 


Giebt man den Axen der x, y, Z beliebige Länge, so bedeutet be- 


LS; 





n 


4 
-—- wm pw vu p 





“ 


P&p „U .. (u. [’ 


kanntlich Il den Inhalt des zwischen diesen Axen beschriebenen Paral- 
lelepipelums, dividırt durch das Product aus den drei Axen. Es ist da- 


her \! TE TWRNe und zwar hat man 


III] = 1 — cos‘ cosA — cosRC0OSR — COSVCOSY 4 CosA Ccos% cosy 


. (A+ ne En N EB 
JE m sın en) sın — ng sin ( A .. 7 


2 





— 


Da « Ansdruck II in vielen Untersuchungen vorkommt, und ge- 
wissermafsen als ein Modul des Körperwinkels zu betrachten ist, so wäre 


ein eigener Name für ıhn zu wünschen. 


2 
Jr 


Es bieten sich nun zwei Wege zur Lösung unserer Aufgabe dar. 
Der erste näher liegende ıst, die Gleichungen III. zu suchen, d.h, die 
\Vertlie von x, y, z, welche man in den Ausdruck 
Axc+Byy+Üzz+2oyz+2b3x --2cexy 
zu substituiren hat, damit er sich in den Ausdruck 
LEE — Mvv-+ Ncl 


vorwandie. Ein zweiter Weg geht von der Betrachtung aus, dafs um- 


. 


AN - Li 


H e_ r \11ın Mm y wi 4 “ı ’ Eva ww. .. “7 f 
ehrt auch dıe WHeituungen E welche F, V, C durch Co Y, 2 aun- 


5. 1 a ) \ ri “5 
wriııcken. ın den Ausdruc: 


snbstituirt, diesen ın 


Axx u. Byy + Ü0zz -- 2ayz + 262%  2exy 


verwandeln müssen. Dieser zweiie Weg bewährt sich als der vortheil- 
:) (ar -. . " ’ . > . r 

haftere. Wir werden ihn Ganufs nachgehen, welcher ıhn ber einer, Un- 
tersuchung eingeschlagen hat, die von der unsrigen, dem Gegenstande 


be) 
nach, gänzlich fern liegend, gleichwohl die nemliche Analyse erfordert. 
Man vergleiche die berühmte Abhandlung: „Determinatio attractionis 


’ », ” 1. Yy . .., . = PR. PRX 
etc.” ın den Commentarien der Göttinger Socıetät. 


-. 
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4. 
Die zuletzt angestellte Betrachtung giebt die identische Gleichung 
L(eex+PBy+Yy2)’ + Mac +PBy+y' 2)’ + Nla'’cH£'y+Yy‘z) 
—= Axc+Bbyy+UCzz +2eoyz +2bzx + 2cxy. 
Diese giebt folgende 6 Gleichungen: 
I) Lex + Mu'oa’ + Nu'u' = A, 


Y) L£RB + MPP' + NP PR" =, 
v./9 Zy+ yYyY + MV =6 
4) L£ßy + MP yY + IE y' = au, 
5) Lyae + Mya’ + Ny'ua' = b, 
6) Laß + Ma’ß’+ Na’Pp" = c. 


Aus den 12 Gleichungen 1. und IV. sind die 12 Gröfsen Z, 
NV, a, , y @', B/, y’, a, B’, y'' zu bestimmen. Es ist hierbei zu be- 
merken, dafs man die Gleichungen 1]. aus den Gleichungen IV. erhält. 
indem man 1 statt Z, M, N, 4, B, C setzt, und cosA, cosw, cosy ve- 
spective für a, 6, c. Aus allen Resultaten, die man aus den Gleichv 
en IV. ableitet, erhält man so alsbald die entsprechenden, wie sie aı 
en EUER Ar folgen. Die Auflösung der genannten 12 Gleichun- 
gen kann nun auf die manchfaltiıgste Weise unternommen werden. Wi: 
bedienen uns der Are Analyse, 
3 
Man schreibe die 3 Gleichungen IV. ı, M 5, wie folgt 
Braten u Nu”. u, 
N Tu’ .| 2 + Nat. Bt = oe, 
La.y-+ Ma’ Y + Nue'.y" —b, 
so findet man hieraus für Lx, Ma‘, Na” die ri 








(}) 1l.La = (By'—P'y)i+ly a” e)e + (u EB" —u' RN: 

2) H.M« = St AH — r Ye ir "B—eLßNı 

3) 1.Ne' = (By — Py)AHrtlya—yo)c + ( — u'ß)b, 

| Eben so felgt ars iv. 6, 2, 4: 

»11.LB = Ey y)et Var IRH+ Wa), 
v. I nme = @7 ode hun ana @ Bann 


& 


Io) n.vp“ Y-Pye+yV—- Y)aBrePß— ae, 


/ 





und aus IV. 5, &, 3: 
—— f2/ na N / a di (m ink Pa Ci 
l.Ly = (P'y vb +H(lyYa'—y'a)ar a‘; )C, 
8) Ii.My‘ == er Bir n— FE | 2 Bu? fl 


9, 1.Ny" = key —Pyb + ya — ya)a u e.Bß— BC. 
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Aus Jen Gleichungen I. lassen sich Q ähnliche Gleichunsen ablei 
ten, welche man aus den Gleichungen V. unmittelbar erhält, indem mar: 
1 statt 7, H, X, A, B, C und cosA, cosw, cosy statt a, b, e setzt. Es 
werden dies dıe folgenden: 








| Tu un Saralt 2llay! A „Han 
(1) Da = By) + ya y"a)cosv + (a Bar AN) cosm, 
, .y R ey i ri ) 'e /j 2 „Jı 2 UN e 
= \P YP) en % y% ,CoSV + ( 0° ß _— A ß COS, 
2 ny! r —_ r r / n ‘ pp \ u 17 f / Di Wa) 
) | — 77 ni Y & Y RL) COS! -- 8 ß _—— 2) 'COoSuU, 
RC ta; JE „Nr Fu BR INA IN em 
E; ı | — ww / WERTET Bi Y J US, =. We; u — Y 04 J - (& 1) — a (5°) c0sA, 
7 - Ef 4 N, // / 4, UN , / a 
” \ = —— d EEE dir ıNnczı Imj" z# nsPr ‘ BR 0° di N Til 2 
vl 0) ID = (PP) PyD)esv+ (Yae—ya’)+a"ß— aß ) co5A, 
DIE ns 7 Ua one ng ar / / ı N‘ j 
| b) 11’ = Y —)’y)cosV + (var ya u (&% ß — u 3) COSsA, 
” ı a 24 ‚sd 244 f ’ | ay;ft id ‘il \ f /Nıi dl N 
} Nn/ — ' BE n OS > N / , 2 n ) n/ a . r \ 
es 1 Ber si ; m ZJEDRT y% / | CosA + “» AP, 
—— R ‘ n3 ® mn, if } En f ; 3 nJ» di N + f fl / N N f 
mr A | nd he er DB ya )cosA+ (a B— ar”), 
(} JE I m E ns! PR N) Ya‘ j) N} Pi | - / > N f E27 Ä N 
\  E | l / Ze re Y ir / ) Ü Vo 2 -+- w 04 Y v7 cos A + \% r un u 4° 


Aus den Gleichungen V.1, Vl.1; V.4, VL.4; V.7, VL7 folgen 
ana udn I ] 21° 
sogleich folgende drei: 
(\ 0 = L— Ä Cy y'—ß'y‘) 1. (Lcosyv—.c) Ya —y''a‘) 


/ 
_ 7 / 41 dı N4 
-H ZL COS P nn u c% — U 2 





‚) 
2) O0 = Lcosy—.c) (3 y” —{ Y -- (L — B) re) 
T ( LcosA— @) a Buß), 
=} = (Lcos#—b) (£ (5 Ai ) + (ya — y'a‘) 
+ (LO) (@ Bau, 


Eben so folgen aus den Gleicl hungen Y. u. u Ei 5; 
V.sS, V1.S die Gleichurgen: 
#) 0 == (M— A) (By— By‘ ) far M cosy— ec) (Y "a—ya'‘) 
+ (Lcosu— b) («"B — aß”), 
V1.45) 0 = (Mecosv — c, EPLIT r (M— B)(y"a—ya‘) 
- ( IM cos A—ü) "B—uß a‘ 
6, = M cosu—b) c% Y — dy ) + (M cosA— a) (Y” a— ya‘) 
.. M_0 "B— aß”), 
und aus den Gleichungen V. 3, Vl.3; Yv. 6, V1.6; V.9, V1.9: 
A EEE ER un Ey / 
) o=(N—- A (Ey —P'y) + (Neosv—ec) (ya’— Y'%) 
+ (Neosu —b) (aß — «'ß), 
8) 0 = (Neosv—e) (Ay— Ay) + (N—B)(y 











(NcosA—.a) (aß’— a'Pß), 


9) oO = (Ncosu—b) (By —P'y) + (NcosA—.a) yvar—y'a) 
h + (N— COYfaß'— «'ß). 
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. 


di. 





Eliminirt man ans den Gleichungen VM. 1.2. 3. die Ausdrücke 
k’—ßB v Ya'—y'a', a'3'—a”Pß‘, so erhält man die Gleichung: 
0=(L—£)(L—B)(L—C) — (L—4A)(Lcosı— ao) — (L—R)/Lcosu—b); 

(L- 0) (Zecosy—e)’ + 2(LıcosA—a)(Leosw —b)(Lcosyv—e\. 


— MN\J 1} 
u 


Eben so erhält man durch Elimination von B’y— Ay”, 


+ 
Oo 
& 











r 
4 3/4 E; /} - 

"BB — aß”, aus VIL 4. 5. 6.: 

AM f \ ‚n NN nz Br ‚n “ 
0 ‘ nz (IM — BB) A—C)— (MH di (In NM cosA— Qa)° | —(M—B 'M eos K—) 2 

F 7173 a / 72 7 gr > 2 { / n”7 nn , f N d un na 
—(/H |) K c05, q, + ZU. cosA—ı)(: Tcosu | ı COSy——t 

ir Iunprel N . H Nr / las \ a! n;/ 4 / n n r _ ir 
| nl durch Elımi inatıon von a Y» Ya —YG4, aD > [2 aus VIL 7.8.9. 


0 = (N—A)(K—B) (N—C) — (N—A) {NV cosA—a)’— (N- — BD) Neosn— 


— N—C) Re COSA—., Yeosu —b)( N COSy—C). 
Man sieht also, dafs 7, M, /Y Wurzeln der cubischen Gleichung: 


VII (—4) (e—B) (x—C) — (w—A) (x cos A— a)? — (x—B) m cosu —! 
_ OR (x cosy— ce)’  2(xcosA— a) (x cos — b) (x cosy—ec, 
sind. Bemerkt man, dafs 
1 — COSA COSA — C05% COSY — COSV COSy + 2cosA cosw. cosy —= III, 
so wird diese Gleichung entwickelt: 
vVili, ITNa’— @]4sinAsına + Bsinu sinu -- CE’ sinvsinv 
— 20 (005 — coS1.c0sy)—- 2b (COSW— COSY COSA) —2c (COS y— CosA Cos u, ] 
x! — na—bb—cc—2c0sX a A—be)—2cos ulbB—ca)—2co5 v(el—ai | 
— 450 + Aaa-HBibb +Cce—2abe=0. 


S. 

Aus. 1, IV. 1, 1.2, IV. 2, 11.6, IV. 6 folgen die drei Gleichungen: 
LM ae L_Me" u 

(L—M ) ß’| a -- (D_M) PB” 


(4 " M)«‘ p’ + (L u: ıV) a’ € : 


Multiplicirt man die ersten beiden und zieht vom Producte das Quadrat 





| 
In 
| 
Ds 


Lcosyv— ec. 


der letzten ER so erhält man: 


Auf diese Weise erhält man Zn 3 Selen 
30* 
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MEER 
Q 

w 
EN 

16%) 


ve A em ni 
(L-M)(L—N) 


ah ee ee rn ee 1 
En (L-M)\L-—N) 














> \ RN ER ve Ü (L m ee nn 
3) Ya m ET ee Teuer 
L— MN) 


wo die Zeichen der Wurzelausdrücke willkürlich sınd. Ferner auf 
dieselbe Weise: 

















4), ea" B—uaß' = Ve M—4) (EB) (Biene 2ssEh 
IX. (M—N)(M—L) 
 - 4; ; WRpR " VODRHBER: / (M—B\{M—C)— (Mecos2—.a)? 
il cd Su. Zu ‚ (MN) (ML) ) 
' 7 /( M— C)(M— .A)— (Mcosu—b)? 
{ va—ya' — Y cos; ): 


(M—N)(M—L) 


/ Deren N _ _ =uı__. . A s 
)eß— «BB = V a nd bB)— (N cosv—c) ): 
(N—L)(N— M) 




















N Art un WEN B)( N—C)—(N iz) 
TER Ey | (N—L)(N—M) 
N RR ( V— 6) end Ian Goldman. 0, 
5 | (N—L)(N— M) { 


Durch diese Gleichungen ıst unsere Aufgabe vollständig gelöst. 


I 


Ich bemerke noch folgendes: Aus den Gleichungen Il. 4, IV. 4; 


(Z-Mßy + (L—Nß"y' = Lcosi— a, 
(L—M)ya'+(L—N)y'a” = Loosu— b. 
\us den Gleichungen 1.3, IV.3; II.6, IV.6 folgt ferner: 
L—M)y'y +#(L—-Ny'y' = L—(C, 
L—M)aß' + (L—MN)e'P’ = Lcosv—c. 
Multiplicirt man die ersten beiden Gleichungen und die letzten beiden 
Gleichungen mit einander, so giebt die Differenz beider Producte: 


Y 


(L— M)\(L— N) By" — PÜY) ya — ya‘) 
Ze ( LcosA— a) (L CO5M — b) — (L— C) (L COSy — ce), 


und auf diese Weise erhält man die 9 Gleichungen: 
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1) (Ay ee cos re )) (Los v—c) 

| (U ( TEE ) 

2) GX2 a’ Ya yet —D\(L cos a en Y(Leosk—a) 

(T,cos V’—C Ba B)(T,cosu—b) 
(L—M)(L—N) 





? 




















3° (’B"’—a' PN) By — By) ; 


vB 


(IM cos A—a) (MH cos u—b)—(M— GC) (Meosv—e) 
































j (By Ayo! N) 
#) ( Ya a—ya (M— L)(M—N) 

, . (MM cos es EEE 
h n ft PER I = ) 

X. 33) (Ya—yala BP) = M—L)(M—N) j 
| M cosv—c) (M cos A—a)—(M—B) ( M eos u—b) 
A\ f (A zur (an UN) mn (2 ) 
7 PR 3 Br Py)) (M—L)(! U—N) ; 
” N cos A—a) (N cos u—b) — (N— C) (‚N cos ve) 
’ Me __ Ra fa Du en a oe } 
BPI-TIE y“ (N—L)(N—M) | 
(N cos u—b)(N cos zu (N—A) (N kos A—a) 
8) (ya — ya) (ak — up) = — 





(N 05 v—c) sau) Wr B)\(N cos u—b) 





\ / ERNFAAHd 
9 af — up) Ey —Py)= 
Die Vergleichung der Formeln IX. und X. hen ebenfalls zu der Gle:i 
chung VI. führen. 





10. 

Ist das ursprüngliche Coordinatensystem ein rechtwinkliges, so 
wird cosA=0, cos#—=0, cosy=0, und die Gleichung VIIL wird, da 
für diesen Fall II=1ı: 

2 — 2 (A+B40+ s(AB+ CH CA 
— ABC +Aca+Bibb+Clee—aue=o0 
Ist das ursprüngliche System ein conjugirtes, so it @=0, b=0, ce =0, 
und die Gleichung VIH. wird: 
Il lIx®— x’(4 sınAsın\ + Bsinusin » + Csinvsinv) 
+x(AB+-BC+CAa)— ABC = 0, 


welche beide Gleichungen schon sonst gegeben sind. 





au b— CC) 


Königsberg, ım Mai, 1827. 
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I 
na 


2 


De singuları quadam duplicis Integralis wransformatione. 
(Auct. Dr. J. G. Jacobi, Regiom.) 





R. 
f u . 
seleberrima illa dissertatio Gaussıana inscripta: „Determinatio at- 


tractionis ete.”, quae in Commentariis Soc. Gott. legitur, in eo maxime 


versatur, ut expressio data 





v\i A—acos E | \ R—bsın E\: CC] 


ın jormam sımpliciorem redigatur hane: 


r r 
oP 


V(G4G’csPt +6" ın P®*)’ 
id quod fieri a Cl. autore demonstratur per substitutionem factam: 


: a’ cos Pr a'’sinP 


she cos P-+- y"’sin P’ 


’ i ; I 


) I, 
. 7. PHP y cos P 451 u 
sın N BEER MER Een , 


+3 vs cos Pf +7" u 
novem coefficıentibus rite determinatıs. ER esregiae ıllı commenta- 








COS 'D zn 


ttonı ıdentidem ıncumbebam, non fusıt me, eandem Tfere analysin ad 
duplicis Integralıs cuiusdam ınsignem transiormationem adhıberi posse, 


quam communicare cum gt ometris eo minus dubito, quod duplieium In- 


teg ralıum theorıa adhuec valde ıacet. 


FPonatur enım e = 
f 2 5 » m»? Brr ;? E- 
ae a’ cos :/ : En ae sın wu 03 (4 -i- fl Ssıil \ı sın ?° 
‘ ’ 1 j/ . f - ’ 1414 . a , 
Zr sın@ +» n ( N 8 - senc on tt oo wi Y 
—- osb + 2b” sınycosd + 25° sin vsın® 


.’ N 2 WR: > E sd > va u. - Pe NER; o% a iınc/P? 
2c'sınY’cos®sin® + 2c’cosYsunYsin® + 2c’’cosysinYcosß, 


quam expressionem praeter terinınım consiantem terminos cos \, 


PR u ne /M n. ! 2. r 7 
sıncos®, sindsin®, eorundem quadrata et producta binorum continere 


vıdemus. Jam nrobaho, expressıionem 


sinn oa © T 
/k Leg 
“ir 


transformarı posse ın Pas 
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P. souPoPo% 
« Gr 1 G'c os P2-+ G" sin e cos #* + G“ Ski uP*s sin n02 . 


idque per Be Aa 


a «cos u Lat sin a cos ee. 


te 
er Air Ay: DE ug pr sın mens p- 0 dt sm U sin p’ 





, ln S "Cost +P sınapsing 
.: a... I po id) t yı in‘, CO sf In re 
sın PcosSJ — 





u 


pr ern cos WW + NZ sın Wr COS G +0 sın v sin p’ 
Y 1 y' cos U y' ‘sin cos + y“'sin’ 7 sin ER. 


sinPsind = 
40° Co: pw oO’ sı in cos y + 0‘ sın using? 
sedecim coefficientibus rite determinatis. Quarum determinationem, Sı- 


cuti quantıtatum @, G’, G', G', am arrredıamur. 
’ B) \ - = 


en 
7 


Quia cos PP+ sin P?cos9° + sin P?sin9?’ = 1, expressio 
(u + wcosy -F u” sinVcosd + uw” sinYWsin®)’ 
+ (ß-+-P’cos Y + 2" sindcos® + P’”’ sin» sin ®)* 
- Y + y’cosYy + Y’sın Vcos® + y’ sind sın®)’ 
— (6 + 0’ cos R + 0 sin:b cos® + "sind sin®)', 
evanescat necesse est, unde quia 
cosY?’ + sıny’cos@’ + sinV’sn@’ = 1, 
ut cum Cl. Gauss en induere ea debet hanc formam: 


k (cosb’ -- sin D? cos ®® 4 sin V’ sn © — 1) 


Hınc nancıscımur - aequationes conditionales has: 


aa + ßßt+yy - N = —h 
«u + PPp + yYYy — lt —k, 
a‘ a4 ß’P" + ny‘ Int! u go augen k, 
aa + BB ey 0 —— k, 


ae + PB’ Hy ii 0, 
aa” + BR’ + yy'— 00 
aa’ RB’ yyl 00 


Ni 


0, 


aa‘ . RR‘ yy! —Ö 44 Ay — 0, 
== 0. 





Quia sedecim coefficientes in quantitatem arbıtrarıam ducı possunt. 


ıpsam 4 ex arbitrio accipere lıcet. 
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4. 

PER porro, RS 
G (a + w’cosb + u” sıinV cos® + «sin Ysin ®)* 

_- er B-+P’cosb + BP” sind cos® + P’’ sin sin®)? 

+ @(y-+Yy cos + y sind cos® + Y’”sinYWsin 9)? 

+ G 0 4 O0 cos + 0” sind cos® 4 0” sin b sin ®)® 
= (G-+G’cosP?+ G” sin P:cos$”-+ G’ sin P’ sin 3?) X 

+ dcosb + Ö’ sind cos® + 8°” sind sin 9), 
abire ın expressionem &p, 

Hinc IHREN debet decem hisce: 
» + G/" BB + CE" yy+ ci = 
Gau + Ce’ BR Hy HC ak, 





J } 

i I 
ar i . art /l NY/l 1 1 7 N N, 
(a Ü U . (7 r » - G ni. , A —- G 0° 0° 
FR I G'ß DU / / / \ N did 
G’a / A +-G 2a +@G‘ ty! Gi A k, 


f / f 7 Di N Ä I 
II. \Gau -.- BB + G"'yy' + Göö b’k, 
y N; 


Yr% & u," _ G' bi 5 '— e Manga 7 GI” mine b’’ k, 
Gau LG’ BP"’+E"yyY' LG" = | 





Per aequationes viginti 1. et 11. nn Flaute et sedecim 
coefficientes &, ß, y etc. et quatuor quantitates G, G‘, G”, G’' determi- 
natae sunt. Adnolandum insuper, aequationes I. ex rare II. de- 
Gb" 6"), Ge Fu" ml, [>—1; 


"=c"'—=0. Quibus positis de formulis, quaecungue 


De { _—t Ze cl 


de aeqmationibus li. demanant, earum sımiles derivare licet. Idem, ut ın 


rıvarı, posıl 


DE — d 


ımilı, monuımus in commentatione de axıbus prineipalıbus superii- 


erum secundı ordınıs. 


d. 
!lato systemate aequationum: 
a ße + yy+öz=m, 
2 +- Ga +y) Liöz= m’, 
au rc hy'y+ö'z= m“, 
ah" ch y40tz=m, 


ponamus earum resolutione erui: 
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Am-+ 4'm'! + 4" m‘ — 4m” = u, 
Brn + B'm' + Bm‘ + DB m‘' — sr, 
Cm-+ Cm! + C"m"’ + Cm = y, 
Dm + D'm'+ D'“ m‘ + D‘' m" = z. 


Valores sedecim quantitatum 4, B, etc. supprimimus eorum pro- 
lıxıtatis causa; ın libris algebraicis passim traduntur, et algorithmus, 
cuius ope formantur, hodie abunde notus est. His positis, ubi ex aequa- 





tionibus (11.) selegimus sequentes: 
2.G'a + P.C"B + y:.C'"'y+d.GCd = ak, 
e.Ca + P.C"B +Y.C"y+9.C9 = l/h, 
a. ar. BHY.EUYHICH = bh, 
at, Ga +P". EB HY". Ey. = bh, 
earum resulotione nancıscimur: 
(Aa + Ad + At 4a) = Ga, 
kBa+BV + bb!" -bB"'V) = GR, 
kCa+Ctb’ HEHE) = GN, 
kDa+ Di + DV’ + DV) = GN). 


Eodem modo obtinetur: 
KA HH Aa 4 A c — a == Ga, 
KBb’ + Db’a + bc" be) = C'!, 
k(CU + Ca + te" EC) = CV, 
m. JH(Db +D/a + De" + DC) = Gi“. 


h dh" 1 SL’ c’'’ -H A'ad' + da‘ c‘) _— 5‘ u 
h RB p‘ 4 P' ec‘ - B' a‘ 1 er. — d," ß j. 
k(CGb - C' e’’’ u. C'a'' -L 4 e7 u 6’ . 


k(Db" + D/c"'+ Da‘ De) = 66". 
KA’ LA LA AN) = Ce, 
kB" + BC" + BY + Ba) = 6", 
k(ch "+ EL HE) = C'Y, 
k(DbV’" + De - D’ + DVA) = GO”. 


Ex his aeqnationibus modo dicto alıae derivantur, quae aequationi- 





bus (l.) respondent, sequentes: 


a —kIAB= I B, y=—-kt, I kD, 
! 7/ 
«mi4, PB—iIb, Yaıkh, = —IıD', 
J v/ \ ’ 
IV. \v.’ = kA", ty — kB”, url, Fe AD", 
en 1 AM art un & B'# it u k u 9 a 


Crelle’s Journal. 11. Bd, 5. Hilft, sl 








DD 
Der 


Jacobi, de singul. quadam dupl. Integralis transf. 


6. 


Utrisgne aequationibus combinatis, statım prodeunt haec quatuor 
aeqmationum systemata: 
(1) o—= fıat+c) +0‘ 4 4b" + 40", 
0 — 45’ . A' (d’— G‘) _ Pl > == Fu a 
oO — Ab” 4 40" 4.4 (a —6G') +4" c', 
0 —= Ab’ 4 40” + 4% ce‘ 4 4. (a '— 6), 
— B(a+6G)+ bb‘ + bb" +50", 
0o— Bi‘ + B'(@ — 6") + Be! 1 Bittett, 
0 = bl” + De + Bla" — 6) + bc‘, 
0 = bl 4b’ + 5b'ec + 1 (a '"— G), 





V,? 
3) 0 = Cla+6")+C' 40 + cn, 
\ 0 = C4h nn ( (ee G''‘) nn Oh e'' .. g’H er, 
| = Ch nn Ü! ce’ .. 0 (ai G’'') 4 Bu, 
0 = ( pt - { Het -- C'' c’ - (OT ge G''), 
i 
ey 4 \ 4 724 dt J/4 Vdt Il 
% GO == ia —G + DD u DD b 4 D b N) 
| 0 = D h‘ -!- nD' at G) — De -.- D'“ e, 
| 0 — Du + De + D"(a"L6G) + Dec, 
| 0o= Mb“ +D'c“ + De + D' (a +6). 


Bx eliminatione quantitatum A, 4, A, A’ e primo systemate ob- 
netur aeqmatio, per quam 6’ datam esse censeri debet; sımilı modo e 
ecundo, tertio, quarto systemate eliminatis resp. DB, B’, B“, BY, C, C', 

2,0% D, D‘, D“, D‘“’ obtinentur aequationes, per quas resp. G, G‘, 
(; datas esse videmus. Primo autem intuitu quatuor systematum appa- 
omnes eas aequationes respectu quantitatum G, — 6‘, — GC, — GC“ 


lem fore, ıta ut, sı una aliqua e quantitatibus G, —G’, —6”, 


omnı1no eası 

G' per x denotetur, una eademque aequatıo inter x et quantıtates da- 
tas omınes ıllas quatuor quantitates G, —G’, —G', —G“’ tamquam ra- 
dices exhibitura sıt. Fit ılla, eliminationis negotio rite instituto: 


\ 


r 2 ee A De 
VI. 0= (a—x)(@ +2) (a + 2)(e +2) 
e_ / Re N; N er 7? \nlli d 
— (a—.2)(a'’+x) ec’ ce’ — (a—x) (ax) cc — (a—x) (a +x)c'' ec‘ 





— (a +2) (a +2) — (a Hx)(a HE)’ — (a! +R)a R)b" 
2 Dee‘ kt aa - 2c’ b'' ba’ 4x + De’ b ba’ x) —— > I b’ ba x) 


+1 AH NUN ER Ric. 
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Nat Ä En nie Tiseadnntinae altius indarandi rar 
Naturam huius aequationis biquadraticae altıus indagandı gravissi- 


num negotium, ulteriorı ea de re disquisitioni reservamus. 


nz 


iv 


Inter sedecim quantitates a, [, etc. et sedecim, quae ex is 


vantur, /, £', etc. plurimae intercedunt relationes perelegantes, «uae 
cum analy stı5 eX 115, yuae La place A van d e3 mond o@ ), ın cCom- 


rn‘ 


£ Wh . y .# u T A R N ‘ ; e - 2. . s ' 
inentariis academiae Farisiensis A. 1772. p. 11, Gauss in disauis. arıtım. 


u. r u . Y Tayrıap . Sau N WERTE 
s-ctıo Wan bs Bınet ) ın vol. IX. diarıorum institut; poly technıcı Pa- 
a : Hd a Es ımn NE 1q ) ‘ nd , 77 ! “ze % 
risıensls, alııquc tradıderunt, satıs notae sınt, panca ıntum reieram, 


guae casu nostro speciali ope aequationum (IV.) facıle ex ııs derivantıır 


. } - N \c « - « 5 ya \ cıNn i 
Krımo adnotabo decem sequentes, aequationum (}.) sım 





RR. KR u. RU DD m AlTZEA 
mn | — m - pen / 
’_-PITP TPM Pe Pe d 
a a 4 I AUT u Fr 
‘ n/ n/’ MA) n/ r N / / 
— / \ — / ..— — li 
dad Zu Y 4 ö ? 
N Q Iy [y nv r f 7 
Voy, AV/ 44 MYEEEERT PEN ji» 
n ( () U 0 - 00 ._ Ü ern nen a 





d 24 ’ dd (244 \ ! — 
—_ uß lit 4. ru we 0 
v1 > Up C pr 7 0, ai u. u 
; ' u iM f ‘dd ! / r FE 
1 ayt uy' av tu = 0, 
# 











Any I fo ! A any“ ! @R —— VO 
Pie Pd EC, a nd . “ ® 
y r \ 
an eb N) I_ny ) ET ii ) E—— ) 
nung UV N / J | | } 5) 
N { \ n \ 
a. Bi u (u 0 
—opProp Va Ca u == 0. 
\ [1 L 
\ n . . | 
2 .ın \ « ao adırsııı nn? } N ry tno k > . 
Dein: C probarı possunt aryguallones sequenies VOCTOUECIN: 
Al ın AT dl Sin Qi Al far 
/ 6 ie Ü — __ ln d N d N © |. ci y u*; En f [= .— fr ) / r 
‚u 0 5 = (Yo Yvı)s DS Ü (Yı } 
Lil 19 li / 1 /di / ) / ( 
Y 1.1 AED [kn Fr dü De n/ ITUN „€ th ig Ad Glie - Eon 
a Liu [- —, (Y Ü / U JE Ü Ö, [- / a 
m / , a n { 
di d / v4 d N fi d f 
— mn n \ FRE PER 
culs u u (Y ) yo), Wh = (N —) . 
r K , 
I rı nyf _— ( f m ( Bi Fr . Be fr, \ < f Bar? — n { R — \ 
N J Ä J ’ -— J ’, J r 9 wu { / 
7X ä / / AR i 3 / Kın, / } 4 , NN 
" C 4 —. Ä we ie Ü I es, U j C / ng \ I 
u star / i fi IN f} af f d f ) & 
ji f — u — is G / —— f / ne u = f} - 
ve L / — [7 Ü 7 7) Ü j L 4 t N . 
\ { Mit EN IN / N / > " 
( f, Ü DT ([ in — [- N 1 < fi —— f uns ee \/ a u 
4 L J j7 / [7 I J°5 Ü V LÜ + j7 
© rn f rn . 
4 = 3 mern f fd 4 dd d J “sd ‘ f d ) 
in f -— = jo n/ ff f — ( EEE ig nn n——— . 
GO, U L a ne (5 / II ji )&, VG, U vv U un \', / Js } 
- 
\ / IT ıNn dd (244 Ä WIN \v44 EA 
(Hi — O _— | | r TER ee n/ \c fI .. EM a A” MN” En 4 [* nz! FE 
C v Ü. | \jY ! 7 / >=, iv LU — \Y j „f 
= u « r Y | } Y 1 
designante e vel — 1, vel — 1. 





*) Kecherches sur le calcul integral ou le systeme du monde, pg. 294 — 304. 


| EDEN 2a: 
**) Memoire sur V’elimination, pg. 216. sqq. 


2 ' . ı . 
*%%), Nlemoire sur un sysieme de lormuies anasvtıques elc, 
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8. 
Ex aequationibus, per quas P, I per w, ® expressimus, videlicet: 


p @ + @' cos w + a’ sin ıv cos g + @’” sin ıv sin p 
csP/P = — 


ö + 0° cosıu + 0° sin cosp + 0" sin wsingp? 
PP cos w + 8" sin w cosp-+ 9 sin ap sin p 
d4+ 0° cos y + 0" sin y cosp + 0" sinwsinp? 
u y-t+ y’cosw+y sin cosp-+ y’”sinwsin p 
sin? sıny = %-—- — TER —, 
Ö-+ 0° cos ıy 0 sin WW cosp + 0" sin w sin p 


ope aequationum (l.) facıle probantur sequentes, per quas W, ® vice versa 





sınP cos$3 = 








per P, $ exprimuntur: 
{ 0 — zcosP—PBsinP cos$— YsinP sin$ = 
k 
04-0 cos w + 0" sin Wr cos p + 0° sin sin p? 
1x | ir a + «cos P+ %'sinPeos#+-y’sin Psin u 
As ö— aecos P— PsinPcos# —ysinPsind ° 
— "+ «cos P + 5"sinP cos # 4+y”sinP sin’ 
ö — @cos P— Psin Pcos# —ysin P sin Ü 
— Ö/H a! cos P+ P" sin Pcos# + y’"sin Psind# 


d— a cos P— PsinP cosY — ysin P sind 
9 


Restat, ut ıpsarum sedecim quantitatum «, ß, etc. eruantur valo- 











sınıd cos® 


’ 








sındsın® = 


res. Id aqmod fit formulis sequentibus: 


rır tm 























(aa | a—G\ (Ga —G)-c ct a —G)—c" ce (a —G")—c" ec" (a --G)+2e Abd 
k (E+ 6) (C— 6’) (E— 6”) 

de __ (aa —G')(a+G)—cc(a+ 6 )—b"b" (ad —G')-b"V’(d"—C')+2D"d" ec 
5 (G+6)(6—@')G—G”) e 
Idea (a BO )a+ Ga —E)— cc (a+ E)—bb (ad —G)—b"V (d—G)+2b" bc 
k (+6) (@— 6) (EC) 
PA _—_(a+ G)(«@—-G)a’—C)—.c"c a+G')—b"b’(d -G')— bb (a —G)+Wb bc" 
Ei: (G +6) (GE — GC") (E— E@”) 
Ex his aequationibus tria alıa systemata derivarı possunt, ubı loco 


, Y/ Y// sl PR BE u FE „El 
G EN G . G ’ G 5) UG, Ü U, Ü Ü ’ 07 Ö, 


6, 6", 6, CV, BB BR, guge, gegen, 
G. G", G", G', yy yn, ng, a 
u N, THE PO, 
Porro adnotandum est, producta binarum a, a‘, a”, «', binarum 


nn #7 | . . N Q / . . 
3, 8, 8% P"%, binarum y, Y, y’, y’, binarum 0, ö’, 0, 0 rationali- 


resp. ponitur 


ter exprimi posse. Hinc ipsarum «, ß, Y, 0 signis pro lubitu acceptis, 


reliquarum sıgna per ılla determinata sunt. Fit autem: 





















































Jacobi, de singul. quadam dupl. Integralis transf. J4l 
(ac BI b (’—G')(a" —G@)— cd (ad —G)—c" (ad —G)—Vec+b’cc" +0" cc" 
eo (+ 6)(@— E")(E— EC”) 
ae _ DV (d" —G Ya — E)—c" (a —G)—cb" ((—E)—b cc +" cc" +be'c 
we (7 +6)(@ — GE) (CE — EC”) i 
aa Bu b(«— Ga" —G)—cb( —G)—c ba" —G)—0" cc" + be c+b'c'c 
x1 } k (E+6G)(@ — @)(E— EC") : 
Ie’e” _cla+G) (— GC) — dc (a+G) —Vd (d— CO) — cv Le bVD’+c"VV" 
2 u (G +6) (€ — 6") — GC”) 
ae __c(a+Ga —GC)— ce" ce (a+G) — ba —G)— c'V’ +" VW" + cd 
ko (G+6)(@— GE’) (E— CE”) . 
da un) c (a+G‘) (a —G’)—cc (a+ G)— DI Ka" —E)—e" DV + cb’b+chb'b 
"a (G+ G)(@ — @')(@— @”) eur Jeaiält 
Ex his formulis aliae derivantur reliquae, ponendo loco 
k, G, G', @", G, a, FA a resp. 
h, 6, 6%, 6%, 6”, ß, P, P%, pP, 





k, G, g", G", 0, Y, y, y, 4 
ih —6, —6, G Br 0, Ö‘, B g’”, 

Hae formulae inter alıa docent, pro quantitatibus G, —G', — @, 
—6G'', ne e quantitatibus ©, ß etc. quaedam in infinitum abeant, diversas 
statui debere aequaiionis (Vl.) radıces. Ceterum analysin, cuius ope aequa- 
tiones (X. et XI.) inventae sunt, brevitzti ut consulatur, supprimimus. 


10. 
Jam quoties integrale duplex 


jo; Po > 
designante U functionem aliquam quantitatum P, I, auxilio aequationum 
SP; 2) = 11, 9), 
v n\ v2 \ 
FP,S) = x d) 
transformare placet, notum est, fieri 


ol Oö 0OM 6 


a " r . r - e iv © f ( F ra u 
) ." rr2 
UoPoSs = ÜVco.he _— —, 
N N ”. of oF o/ ob 


oP'o% ou" oP 





Casu nostro, quıa est 
+ Gcosb + Ö’sindcos® + 0’ sin-)sin® = 
r: 


ö— «cos P— sin Pcos# — ysin Psin #’ 





poni potest, ubı 
> N D . N 
t = d—acosP — BsinP cos$ — ysın PsinY, 
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PEN. 
IP) = 


— sinP cos$, 


Marne 
Feng, 
„nv 

{ 
un 
pe 
=> 
k 

w 
un 
-—_ 
-. 
»-- 
cp 

“ 


3 inVcos® 4 P’” sin Y sind, 


ee sınYy sın®. 


N 
E£ 
S 

| 
= 
n. 
€ 

© 

un 

ES 
++ 
2 


r . dt % . ae > n Q 
kksınPi (i cosP — - gsi P) —= kksmP.t(öcosP—e) = 
N N 


N / \ PER } | N ze 
sın P.!! VO —() va cosı = \ U) U u sin co 0osP —( N 21 


sın Vsın®}, 


m 





guam expressionem propter aequaiiones (V] Mi) in hanc abire videmus: 
i 


H 2 D L Zr, did eRZE „rin “un N XL (24 ve . PR h) x (f 
— kesnf£ilip YT—PTY)cosy 7 (pP ER y')sın y cosd 


/d N4l 


I Fl al [e& I 
+ PYT—EZY)sındsing). 
II 0% oll 0% 








Porro erit — u zn n_— oo — m, 7 nn 
Ir (fd Ir 
O1 ( 4 4 O0? 
wer, 7 eur l { RE 7 un 
sin yi—kisn d 4 B’cosbcos® + cos» sın ®! —yY sındD) -yYcos®!- 
Be BE 0 in er I ,aım {Bl )__ RM 2, -- BEI na DAR en 
Ssıll u) / sın \ 7tY co RER “cosysinG! } 1 51 nd usw; ne 
e d/f24/, ‚dd Null, IN S 1 TIL, . r. re Re 7 | ET Fr 
sın’ ip / u Y cosY-- 7 / —. ’ sin Ycosd-- n / u Y YsınbsinG@!. 
Unde 
C /I 07 © II O7 
CW o4G 0% ow na sin tt 
5 np re u > 
cf of of oP  kesind 
oP eÜ i Ai Ö I ’ 
Jam am ua 
> 4 BR 2 Ha n2 Qe et 
G + G’cosP? + G' sinP?’cosY9’+ G’sınZ’snJ’ — _ 





r. /l 4 sinPoPoyY 

er: 1 G’cosl +6 "sin cos#24-G 4571 P* sin $ 
_. Js 09 
u ’ i e 


Iisquisitiones haee cum ulterius sint producendae, commentatione: 


w 


anc aualemeunaue indulgentiae analvstarum commendatam volo. 


Ser. M. Juni. 1827, ad Universitatem Regiomont. 


EEE. = 
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21. 


Bemerkungen über eine Art von Functionen. wrelche 
ähnliche Eigenschaften haben, wie der Cosinus 
und Sinus. 


(Von Herrn Lows Olivier. ) 





ui 1. 

N . ; ai ; i 
W enn e die Zahl bezeichnet, deren natürlicher Logarıthme ı ist, so 
ist bekanntlich 


gm 


x sc? ac? x* i 
1. ee =1+7r+ 3 tT33tr234°"r73 0% 


welche Reihe auch für jeden beliebigen, endlichen Werth von x con: 





vergirt. 
Wenn man ferner eine der imaginairen Wurzeln der Gleichun 
2. "—ı1=0, 
gleichviel welche, durch & bezeichnet, so sind bekanntlich die n Wur 
zeln dieser Gleichung, der Reihe nach: 
re a 
und wenn man irgend eine von den Wurzeln der Gleichung 
4, a" -1=0 
durch ß bezeichnet, so sind die 2 Wurzeln dieser Gleichung, der Reil 
nach: 
9 Bu, Bu, Bö.... Ba”. 
Desgleichen ıst bekanntlich 


\v.+ + u....+ 0 


O und 


6. 2 _ u. 
Batßa+ßo....+Pa” = 0. 
Setzt man ın (1.), der Reihe nach, ax, #’x, ®x....a’x und ßo= 
Ba’x, Beix....Ba”x statt x, so erhält man: 
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3 3 n mm 
m a3 cc am x 
e = 1 + U X +- > ‘ un + www 
3 2.8. 
4 ? 6 3 2m m 
C u a a or -- F .o0o0:* 
; ) 2 . I, .».0.0.». m 
b _—— ur a F ...0e + ö ...% 
2 2 .o 5.8. . m 
“ . . “ - . . 3 [2 [2 [3 © Eu [2 * e [3 “ 4 
x ar" *® ara? arm gern 
(‘ —_— 1 - [07 X m 5) == u; a .... 2 7 uf Em 
Br “VO ee A 
und 
P . ı en 2) au # pP? a: x? ß? a3 nm? + pr um gm 
= = ı+ Pu I. 
2 Y. ® 6) 4 2 0} ) ..0*+ m 
‚ ß ‚? x 1 + N u? > ß? x x? hi 3 ar® 3 EN 9" dt m a 
’ GEREREEEED l = Bi = 
GEREBEED - rn vu fi ‘ « . . . ‘ .»: 0 * 
2 2 ® ) i 2 . I .... m 
ha ”)» 6 > € ) M Ka Ir 
Os h 3 . u a > a? a’r?’ p" erg 
EL: nn ß x I a A er PER 
1-+ Ic A 2 5) -+- ‘) 5 wei - rs > de 
e . * “ . * . [2 “ . . E - “ * 
u Tr y 3 a ynm m 
\ 9? [84 E: 2 
ee" =1+Pßux zehn 
| +2 + uni 


Insofern nun z eine Primzahl . so sind die Potenzen 
ET re 
von &, weil z.B. @""=a, @'t’—=u° etc., für jedes beliebige m, welches 
nicht ı, oder ein beliebiges Vielfache von z ist, den Potenzen 
A A AT; 
von & gleich, nur in verschiedener Aufeinanderfolge. Also ist nicht 
alleın 
++ 0... +". =0 (6, 
sondern auch. 
wor 
g ua 
lartam ham... pur = o, 
n sofern 772 nıcht 1 oder ein V ielfaches von 2 isi. Hingegen für m=x 


u) 


A 7 


ae 
+ u. HERR 
"4 


en 


[3 . . [2 


st "=1lL a"m=1 etc. also 


0. "a" +0” ...." =n. 


Deseleichen ısi 


598 (g’ = — |], ya gu -- y er == — 1 eic. 
” y . . ya E; » 7 
Nımmt man daher die Summe der Gleichungen (7. und ®.), sv findet 
man, vermöge (5b, 9., 10. und 11.): 








L. Olivier, 


uber HEunctionen wie Gosınus und Sınus. 24) 











[ gr ar x 2 ] 
= apart ze) Bun 


13. efıx 2 ef’ Lo er... pe 


ar gr" za yon yon 
za 3 (i —— nt — —__— A h' 
7 EEE FE REP ES 
Multiplicırt man ferner in (7. und 8.) die erste Gleichuns mit a”, 
die zweite mit @ °, die dritte mit @" ” 


u. 5. w., und nımmt die Summe 
Producte, so findet man, wıe leicht zu sehen: 


der 


14. WW" gg x -- ON »_£° We 


er } 
n. ) 3 1 / 
- N X n—2 > m 3 
I 4 u"? 4 We ei 
= RA 5 (x _- ER BE STR u a eg ee N \ 
—— J\e ‚ 1 - : - . m — en 2 |, 
| ET TE ET EEE int! Ä 


Multiplicirt man ın (7. und 8.) die erste Gleichung mit a’ 
zweiie mit @°”"?, dıe dritte mıt 0° 


u. Ss. w., und nimmt die 
der Producte, so findet man: 











‚eln—ı) \ ‚2 2 2 f 2 
10. a Ve -- u Z: U c € 
„2 2 ; L2 
5 ! ! y 
ats at a u: u um — — - ) ınd 
\L | ) n—- 2 A 7 In? 4 zZ > n< 
17. IE er +. 
/ı? BET r* | Du \ 
u 2 beaiäiipe. KOmen . =. En _ 2/3 ı EBENEN _ 2 De ol ug 
= N; 3 909 ao = 2 Yn-92 ' Tr )- 
_ er Zu un a 8 Fr - .V....Y911 = / 
Führt man auf diese Weise fort, so findet man allgemein 
i a dl um am(n—2) u’ L amin—3) ou’x ‚— 
“ di amd, 4 
N 
+ = +m + 
I fi j 
= — Hat nt 
d m 2:0 mn J In m 2:9...,In# 
und 








rem An ya + gen >’ m R n 
——— 2 + u 
a 2.8 . m-fn 2.9I....2ntm 2.9....9n+Mm 


So kann man die Reihen rechterhand ın (18. und 19.) für ein beliebig: 


m und 2, durch Exponential- Gröfsen ausdrücken. 





Hr) 


Die Gleichung (19., 


> \ 
Crelle's Juurnal. 11. Ed. 3. Hft. 


Ye 
32 
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findet man auch aus der Gleichung (18.), wenn man blos Qx statt x 


DE 
Vejlvl 12. 


setzt; wıe & 


Ye 


Wenn 2=1, so ist @—=1 und ß=—1, desgleichen kann 72 nur O 
sein. Also ıst in diesem Falle, wegen der allgemeinen Gleichungen (19. 


und 19, - 


he 3 
D). e us ı 1 —_ -- 7 er u ... und 
i i % ) 3 > > 4 
2 3 4 
Y 2» Y 
) ueiui Js 2. A en 
A FE u L — DI BLIEB 


welches mit /1.) übereinstimmt. 


7 
d 
, 


{7 un Ei al 0.02 Bu 
\Venn 2—=2 1st, so st 2 = —]1, | 





—y—ı{(=?r), und m kann 0 
und ı sein; also ıst, zufolge (18. und 1%.): 


Yr* 3 


f e— \ 2 L | 6 : 
— il] -1- re a -L — Las 33.8 a 
2 > EEE SEE Ö u... .8 

















% y . 9 er 
‘ N 0 > 3 
—_ =rH+ en 
=. 55T | 3. gt 
2 2 4 6 3 
f ’ I a "RR x E% En u _ + EN 
‘) £ . 2 ' 2 E 4 & > . 0 Bi. m; fe) Rn 
7 er „7 u 
RR: Trasse 5 u BE Be a En 
\* y ..n ® a 52) e k 7 . n nrıın 
Die Gröfsen ın (23.) lınkerhand bezeichnet man auch durch cosx 


und sin, und die Reihen rechterhand sind die bekannten für cosx 


und 
u, 
Js 
\Wenn z = 3, welches der nächste Fall nach 2 = 2 ıst, so ıst 
a = ——-, ß= —ı und m kann 0, 1oder2 sein. Also ist, zu- 


tolre (18. und 19): 

















ni 
e : x u eı X a 3 4 2 4 m? + ı? 
ar >». + 23 6 arg 2.3... ’ 
2 ‚„e’x_\ „e3x 4 ‚13 
RE TTTE ap 5 +53 
2 I EM ‚10 Er ae 
wet v_L ea?x x? 7 pr rYV 











5 
3 a ; IRBRF: m. ra 14°.» 








I. Ulıvtieı ;„ ubci Lunclivnen Wıe Lusinus und oınus. ‚2% 














e= “Le X Le 3x .% Ed © | 7? Po ypT2 
“rn .d0 Du M DEF DET zur 
un. are” Laeme'x et ’. i - ri r” un g! ER 
23. 3 =177341733.77 23.017238 
Ce ( “La?eme’xte ex 2 ae 2 e®> re ! 
3 = 33.5 1733.87 33.0 #530 


Man erhält auch die Reihen (25.) aus denjenigen (?4.), wenn man 


x stait + x setzt. Desgleichen sind, wie leicht zu sehen, die Glei- 





blos 
chungen (?4.) die Differentiale von einander. Bezeichnet man da- 
her die Reihen rechts in (24. und 25.), der Kürze wegen, durch ®,x, 


®.x, ®,x und fix, x, Jr, und zwar so, dafs 














6 ® sc? ge j I n 
— ru a ar em eie  eenumieen & 5 0 u 
2 ER 535 Ban 14 ı 4 ? 
PR | en yo 
Yf, / 4 > t a 
UV, 4X — u u Zn oo iR A 
F3 37 733773730 9.2, 
73 oe A I 
(1 + 9” 93 r I. + 3 a BE > 
2.8 a " e: PONen, | te 
se 5 an 3 us 
er en ill 4 EL S3 oo un, fa 
2 Er ) 2.0 fe) 2.0 7 EV 
Yyr r* | ? y'e 
ku —— — 7 - ze 1.8 
. 3.3.85, 2.13...7 ©.3...0 2“ 
> { 
X Y 2 
1 — ————— .. re u Ta ° ps ai 
er u. ) rg 
so ıst, weil 2 = 1: 
wi u 77 u un BE u a EEE 
4 - ee” — e = 39, zu 300,2 m 30’9,r, 
ei s ! „1 ! „2 K\ } 4 x m Mm - — IM . ——— R 2 
20. \ r (€ rue — 3x = Jr ZI WM, 
va x EEE en U £: ne en BE u 
[4 Pe [47 c -- G e J w; I BEE ı) ( OD, L um J ( v Ara 


ni u Anep 

\ 9Jı? = 3 ( 4 x rn JO J5% 

[8 x „U zu aX —(ULEX : 2 f EEE: se f nz 7) No f r 

29. Vet We u = — 3 = —3che = +Io’fx 
| | 


e Ge ar L utere'* — 3f; % / 


» 


= — Jo’ f,x. 


i 
wi 
r. 
r 


Hieraus kann man für die Functionen ®,x, 9,%, 9x und fx, fx, 


f; x allerhand Folgerungen ziehen. 
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Frstlich. I. Man findet z. B. 
VO = ee" Het + Zeltor L Zelte)x 1 3 5@etı)x 
4 Zeit )X 4 Zete’tıx 1 3 gle’+0)x +6, 
a0 /? ee He H 3er 4 3er L Zgetetı)x 
2 4 3u.e' reiir L 3 are’ tı)x + 3 e«'te)x +6, 
er Le te" + 3er 43 are te)x L 3 at each)“ 
+ 3ue te - Iwe tr 1 Zarel@ete)x +0. 


Dieses giebt, wenn man die Summe nımmt: 
31, Yo, + 9,2’ + 9) — e?“ .. ee 6, 
und weıl, vermöge der ersten Gleichung (?8.), 
er er Let —= 39,3%) ist: 


Te ‘ .. a Mi l fa a m Ai 
ar 9393 + 9,0 "IE Br) + 2. 


\ 


II. Nimmt man von der Gleichung (3?.) das erste Differential, so 


u 


oO 
l 


/YC \ 


indet man, vermöge (}S.): 
79 IE in DEZ a a RI u en "de 
Be 3W/). X y vr O2 j Q,x D,%) — D; (. 


ı* 


ww 


Nimmt man von dieser Gleichung das erste Differential, so er- 


halt man 
34. 3AR dr + rc 99) = CH). 


Nimmt man von dieser letzten Gleichung das erste Differential, so 


96). 


P> 


u 


Be a 
rt Yı-ıy le W,X - Y,% | Q,x Q,(: 


Dieses siebt auch, wenn man die Gleichung (55.) dreimal nımmt 
oO J ’ 

> i > f \ PR a . 

und davon die Gleichung (5?.) abzıehet: 
ISO,x20,20,x = 29,(3%) — 2, oder 


\ ev —— > Yı « u J 9 

" P” Fr E . m n) er 

30. 909,x20,x0,x = (3%) —1. 
>. : er ‘ z N, 8 
leilet man ») von I). ab, so erhält man: 


Mr ax" +9" +9 —I39r pr dr =1. 


mıt v setzt, nemlıch: 


. 


° + ee“ - ee) 3D,y; 
3." -are?’ + ae“”) 3D:Y; 
B -- ae” 4 a? e"*) 30;Y; 


und multiplicirt nun die Gleichungen (28.) mit den Gleichungen (38.), 


I IN 


so erhalt man: 
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IDd,xd,y _— erh + erh un e“?xty + et Ey erst) ı erste, 
-1- et 2y 1 e' v+ 2, -- ech) , 
ID,xd.y = et + u’e "7 + ze + wett + ue (xy) re 
-- [77 e*r ” E e v+a?y E= ET, 
et’ Lac Le" Laer?! + Ben Let 
- u?ext«’y 4 ex te?) _- ue ’ (x+) ) 
et + ec“ vt+y ar + 2° ext“ Y-ı a ext La er’xtuy 
4 next“ "— de xtedy 4 ve "bey, 
39, 4) D,xP, ; = et? u e“xty = ec ?x+) —- 7 extey 1 we (x-+V) + ae 2x+ı\ 
2. wet ve x+a? - a? ech 
98, d,y = each Lauer + ertr Det) 4 wert 
+ e‘t 2, .. vr ee‘ x+a2 Yo. ne 2x4 , 
ID cD; en 1 o?e xv+) -1- ae x+y . wet“) “ e (x+v) .. a ei? x+ta 
— wert?) ur 0 ki e“ v+Y) h 
— et 2, 4 ,e v+a?y —- ide, 
IYDxdy=e Lac tet Lett Lem +aetn 
\ + ue tr L Wert) e e’(x1y) 
Daraus folgt, wie leicht zu sehen, 
een 
a Er ee 
ms u D; * dx D,y+D,xd ) | Ba a? Ay), 


also ıst, vermöge @8) 


e?xc+ 


8 
1 
5 

I 


= 
© 
eo 


u De EZ 





et} -h e (x+y) - Dre v-Yy) 


| 


= 

x 
| 
rn 
=; 

1: 
EN 


41. 2 2 W Yy Pe 

3 MM 14 ® ” 2 2 an Se De. .\ 

ey Yy 1 °C Yy-+ BR v.y m y,\% -4- Y). 
Desgleichen folzı aus ‘1. und 39.): 


2. Vatdr+D)AytPIHON=Oaty)+Plcty) HOCH) 


IV. Aus (2S.) folgt 


u 


D,x+ aD,x + "D,x, 
eN—= Dre +#d,r +ed;r, 


also ıst für einen beliebigen Exponenten 7: 


gt 
je = Dre +Dde +9 
er 
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( 


Pr ! ir "re i ! rg 
Iy,T 7 Y:l - L,r) — D, NK —- ®, nz . PD. Tr, 
’ 
or u 2 7A NE ie | Zu 
-r > „,4 - CL f » 2 w OL L ‚I bern OD, nz 1 & D „m 2 - ch L MX 4 
i 
® Lu: Be a Te er i 
\ ’-7&% D,x u (D ‚A — YV, MET EG, TEV,nıT. 
Ye ER R 
Daraus folst auch: 
a —— I AA | 7 2 1 n 
/ N Fe” PB 
via — V,rt-rYy,.T r Y;2) - va AN, rT % T) 
N r R ; 
-4- x O,.xrt+-u0, i 
w,, a te ee, | 2/9 2.0 mn 
u, Pre — (Y,77 2 u Be 2 ya T-- wQ;,a 


a er n ga . „\m 1 / 7 n 
O,mz = (drHt+9,r--0,r” - 2 Oo, r+aQd,rte’O,r) 


{ + Gr Q9,r-+0d,r)”. 
G 


Zweitens. V. Die Gleichungen (?9.) zeben auf die Weise wie 


31. und 32.). wıe leicht zu sehen: 


46. 3 —Le+ße) =) + 2 


a y 3 ı s .. 1 ie 
Nimmt man davon das erste Differential, so findet man, vermöge (?).): 
ar ar, af. re een Pr 
J4 ie ı) f: R ? N 1 f, = F. = RE si Pe J nn Fi nA pr 


Das erste Differential von dieser neuen Gleichung giebt: 
us. Ss per — ef ef) = AIR) 
Das erste Differential von dieser neuen Gleichung giebt: 
49. Sr the —Ofhehrfhr = IF (3 
Dieses giebt auch, wenn man die Gleichung (49.) dreimal nımmt und 
+7.) abzıehet: 
ISf af, = — 2, (38) ‚ oder 


f A£ Be r N 
UV, 3,8 X/,ı = 1—/f, IX). 


Vi. Verführt man ferner mit den durch fi, £&, J; bezeichneten 


Punctionen wie in (III), so werden die Resultate, welche man findet, 
wie leicht zu schen, den dortisen ähnlich sein, nur dafs ımmer Alles, was 
f, enthält, das Br ze Zwichen hat. Es ıst also, vermöge (41.): 

| ER: y—l: £f, Y —f,xf, yz A(c+ Y) 

1. Jar B +frfhytrhefy = Slaty) 

fefy they they =SeH+n 
und, vermo: a. 
2 III EREHN EAN HET 
desrleichen, vermoze (++. 49. 


x Lilg = ‘ x . 
2 4% bee / 
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\ Se—hzrt+fe)”" = fme— f‚mr ne r, 
I nl ‚= t+a’f,2)” /: ze a f,ma 


| ma (fr ztJ;2)” + (hr—aofr Bu: a)" af ıtea/,r)”, 


« 
i 


I 


94. !—If,mr=(fr—f,ri ze)" Ho fa—-ef,e+ af)" Lolfr ‚x+@j;4 
| “y2 PR A Ir JıF@W,TTr%);T) LITE: ITAs5T) 5 


ya et af "mi y ; 2£ m o/L£ N 
me (Fr,it/ir)”" zelfir—afetef,e)”"+alfir—of,etaf,e)”. 


Wıe man sıehet, haben alle diese Resultate eine sewisse Äehnlıch- 





keit mit den Gleichungen, welche die Eigenschaften der Sinus und Co- 


sinus ausdrücken. 
Man kann ferner 2=4, n=5 u.s. w, setzen, und wird ähnliche 
Resultate ünden. Wır überlassen einstweilen dem en den Gexenstand 


weiter zu verfolgen ag, 





*) Fast zu derselben Zeit, als ich diesen Aufsatz für das Journal erhielt, wurde mir auch von 
Herrn Magnus, Lehrer der Mathematik zu Berlin, eine Abhandlung über den nemlichen Gegen- 


stand übergeben, dessen auf anderem \Vege gefundenen Resultate mit den obigen, wo sie darauf 
) 


zutreffen, auch übereinstimmen. IHierr Magnus, nachdem er von dem gegenwärtigen Aufsatze ge- 


hört, willigte aber nicht ein, den seintgen ın dem Journal abdrucken zu lassen. Da wir nun mil 


Y . - ne er 3.1: Jia Varfıa PER Re SE ‘ r - 
Gewifsheit bekannt ist, dais die Verfasser der beiden Aufsätze von einander nicht wufsten, und ei 
E} 


> i 1 a . 2 
rer des anderen Arbeit nicht kannte, so habe ich die Üeberzeugung, dafs beiden die obigen Ideen 


. . .. ı * 
mit gleichem Recht angehören, welches ich zu bemerken nölhig glaubte. 


x 


Der Ferausgeber 
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Ueber die Berechnung von "Tafeln geschener Functio- 


); 
nen, z. D. d 


.ı 7 . a. 
cr Logarıtlımen, der Kreisgrölsen etc. 


(Von Herrn Louis Olivier. } 





Y 1. 
\\ enn man eine Reihe von Werthen einer und derselben Function, 


> PR hın » y i » u. I r 11 , a « I 2) r » ö 
z.B. /z, für mehrere gleichviel, z.B. um 1, von einander verschiedene 
‚] Biere a "m : _ EN | ’ 
\Wyerthe der Grölse z, von welcher dıe Function /z abhängt, also eine 


4 


BR na oe Bomn I, : 1]] i er ve 
uU NKCtIVvN li Liiii ieh DEE GN iınen Wiıli ’ su 15t es Ue- 


r y 1; y yı\ 
rn In! mod » nn 4 
Ä { iX E va ik F 


nn" 


7. } r , .. f y y } r’ } 2) Y : } + . | h x „ 
kanntlich zu unbequem, und wegen der mit der Menge der Rechnungen 


..7 ! ] > ‚ FRE up an u Se Zn Nr 2. 

eewohnlie ı noch ın melir als directem Verhältnifs stehenden Menge 
. h) F {) Pe 23 > y : h ® 7 . 

möglicher Rechnungsfehler zu unsicher, die verschiedenen Werthe der 


. a“ 7 I ’ I - avın 2 ö r y.. i(rvnc r y 
Function nach der gegebenen, oder auch vielleicht vorausgesetzten Regel 


ihrer Zusammensetzung, von Anfang an, einzeln zu berechnen. Die ge- 
wönhnlichen 1: ut Losarıthmer, z.B. auf 10 bıs 12 Decimalstellen, ein- 


zeln zu bereelinen, würde eine fast unermeßsliche Arbeit sein. 


vi ö y : 1 I“ et “_ a Bi, les: E ae en . 
Wan hat daher verschiedene Hülfsmittel zuı Lrleichterung der Rech- 
. y ur . . h ? e mu £ Bi er : 7 . P} 
nn» erdacht, die bei den verschiedenen Functionen verschieden sınd, z.B. 


. y 1 i * 
bei üuen RWwi»F. (dk Aidiilil n Ui 


e Zusammensetzung derselben durch die Addition 


n  R ı g: 2 u e 
der Logaritliinen der Primzahlen, dei den trıgonometrischen Functionen diese 


A YY 


oder jene Einschaltune, u.s.w. Alle diese Hülfsmittel stehen aber ın den 
meisten Fällen der Rechnung mit Differenzen von der ersten, zweiten, 
ten etc. Ordnunz bei weitem nach; denn durch die Differenzen reducirt 
ı alles auf bloßse Addition und Subtraction, und sie sind ımmer an- 
wendbar, wenn nur die Reihe, welche die gegebene Function ausdrückt, 
converzsirt. Waiceln von Potenzen und Factoriellen mit ganzen positiven 
Exponenten, und überhaupt von rationalen ganzen Functionen, lassen sıch 
durch Diiferenzen, und zwar, wenn der höchste Exponent 2 ıst, durch 
die ersten 2 Dilferenzen, wıe bekannt, genau berechnen. Tafeln von 
irrationalen und transcendenten Functionen hingegen lassen sıch durch 


I (Y’ nn N ’ . l, h " ET - P 4 . RER ur. n ‚ 
Differenzen, wenn auch eben so wenig, wıe auf anderem \Vege genau, 


o doch mit einer Annäherung aufstellen, welche grofser ıst als die, 


] 1} yo. er r .:. 
welche miıt derselben ÄArbeıt auf anderen W egen erreicht W erden kann. 
Y 


-.@ 
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2. 
Im Allgemeinen ist die Aufgabe folgende: 
Es sind 2-+ ı Werthe der Function 
1. a—uy 
für 2-+ 1 bestimmte Werthe von zZ gegeben: man soll, ın einem be- 
stimmten Umfange von z, eine bestimmte Zahl von Werthen der Func- 
tion fz==Yy, für andere bestimmte z, vermittelst der Differenzen der ge- 
gebenen, oder als gegeben anzunehmenden Werthe von /2=y, finden. 

Es sind überhaupt folgende Fälle möglich: 

I. Die Form der Function y von z kann unbekannt sein. 

A. Die z, für welche die Werthe von y= fz gegeben sınd, kön- 
nen ungleich viel von einander verschieden sein, und es können an- 
dere Werthe von fz 

@) für ungleich verschiedene z, 
f) für gleich viel von einander abweichende z gesucht werden. 

B. Die z, für welche die Werthe von y=/fz gegeben sind, kön- 
nen gleich viel von einander verschieden sein, und es können andere 
Werthe von fz 

0) für ungleich verschiedene z, 
ß) für gleich viel von einander abweichende z gesucht werden. 

II. Die Form der Function y von z kann gegeben sein. 

Im letzten Fall können die Werthe von z, zu welchen die als ge- 
geben angenommenen Werthe von y gehören, immer gleich viel von 
einander verschieden gesetzt werden; denn man kann die zu belıe- 
bigen Werthen von z gehörigen Werthe von y, weil f gegeben ıst, be- 
rechnen. Es können also nur die gesuchten Werthe von y 

») za ungleich verschiedenen, und 
ß) zu gleich viel verschiedenen Werthen von Z gehören. 

Insofern man nun aber mit Differenzen rechnet, findet man offen- 
bar ımmer nur eine Reihe von Werthen von fz=y, für gleich viel 
von einander verschiedene Werthe von z. Die Rechnung mit Differen- 
zen ist also für die saämmtlichen mit («.) bezeichneten Fälle, wenn Werthe 
von /z für ungleich verschiedene Werthe von z verlangt werden, nicht 


*-. 
be) 


geeignet. Man müfste, wenn man sich ihrer bedienen wollte, eine Menge 


nicht verlangter Werthe von fz mit berechnen, welches n:cht vortheil- 
haft wäre. Man mufs also in solchen Fällen, statt mit Differenzen, 
Creile's Journal. II. Bd. 3. ft. 33 








254 L. Olivier, über die Berechnung von Tafeln. 


nach einer schicklichen Interpolatıions-Formel rechnen. Die Fälle 
(&.) fallen daher aus, und es kommen nur folgende in Betracht: 

Wenn eine Reihe von Werthen der Gröfse y=fz für bestimmte, 
gleich vıel von einander verschiedeneWerthe von z gesucht wird, so kann 

I. die Form der Function y von z unbekannt, die z aber, für 
welche die Werthe von y=/z gegeben sind, können 

A. ungleich vıel, oder 

B. gleich viel von einander verschieden sein. 

Il. Die Form der Function y von z kann gegeben sein, und es 
können folglich eine beliebige Zahl von Werthen der Function y als be- 
kannt angenommen werden. 

Die allgemeinen Ausdrücke für die Rechnung mit Differenzen sınd 
ın diesen verschiedenen Fällen folgende: 

Erster Fall. Il. 4. Wenn die Form der Function y=/: 
unbekannt ıst, und es wird aus 2-+1 gegebenen einzelnen, 
n--1 bestimmten Werthen von z entsprechenden Werthen 
von y eine Reihe von Werthen der Function y gesucht, dıe 
zu gleich weit von einander entfernten Z gehören. 


u 7 
Män bezeichne die für die 2+- 1 beliebige, ungleich von einander 
verschiedene Werthe 2, 2 Z3 +... Zutı 
von z gegebenen 2—+ 1 Werthe der unbekannten Function y=fz, wıe 
ın (Abhandlung No. 16. ın diesem Hefte .5.), durch 
ie War a an as 
und den Werth von y=/fz für einen beliebigen Werth von = durch 
v, so kann man, etwa mittelst der Lagran gischen Interpolationsformel 
‘35. in der vorhin benannten Abhandlung), nemlich vermittelst der Formel: 























5/ 
n —. _ß—-2)@—2,)2—23)....... (z—zu4) 5 
ei Ze (z,—2,)(2, —2,)[27 —2,) +... 1 — Zu)” 
er (2 —2,)(2&—2,)'2—2,).- +... — Zu) 
(2, — 2.) (22 —2,)(22—2,).- ++. (22 — Zu) ” ° 
a Ka)E— a) Es)... len) 
(2, —2ı)(2, —22) (2, —2,) el, an) 
(z 2,)(z—z,)z—z,)....... (z— x) 
(Zn —2,) (öntı —2;) (nf 23) sr 0... (Znpı — Zn) Yrtı 


den Werth von y=fz für ein beliebiges z finden. 
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Will man also nun die gesuchte Reihe von Werthen der unbe- 
kannten Function y=fz durch Differenzen berechnen, und damit bis 
zur mten Ordnung gehen, so mufs man die Function als eine ratıonale 
Function von der znten Ordnung betrachten. Alsdann darf man nur nach 
der Formel (2.) die zu den a» +1 ersten, gleich viel von einander ver- 
schiedenen Werthen von z gehörigen Werthe von y berechnen, und die 
erste, zweite, dritte etc. bis zur zzten Differenz dieser 2 -+- ı Werthe 
nehmen. WVermittelst dieser Differenzen kann man, der Reihe nach, die 
sämmtlichen übrigen verlangten Werthe von y=fz durch blofse Addi- 
tıon finden. 

Am wenigsten wird man sich aber, der Wahrscheinlichkeit nach, 
von den wahren Werthen von y entfernen, wenn die 2, zu welchen die 
berechneten Werthe von y gehören, innerhalb der äufsersten z lıe- 
sen, die den gegebenen y entsprechen, also etwa zwischen zZ und z,,,; 
aus dem weiter unten in (6.) angegebenen Grunde. Um so unsicherer 
werden die Resultate seın, je weiter die z, für welche man die zugehö- 
rıgen y berechnet hat, aufserhalb dieser Grenzen liegen. Ueber die 
Gröfse der Abweichung der Resultate der Rechnung von den walıren 
Werthen läfst sich aber aus der Rechnung selbst nıchts mıt Bestimmt- 
heit sagen, weil nach der Voraussetzung die wahren Werthe von y, au- 
(ser denen, die gegeben sind, gänzlich unbekannt sind. Uebrigens 
wird die Rechnung der Wahrscheinlichkeit nach, um so zuverläfsi- 
ger sein, je mehr Differenzen man nımmt, das heifst, je näher die 
Ordnungszahl 72 der Differenzen, der Zahl 2 der gegebenen Werthe von 


y kommt. 


Zweiter Fall. 

Wenn die Form der Function y=fz unbekannt ıst, und 
es wird aus +1 gegebenen, einzelnen, eben so vıelen be- 
stimmten, gleichviel von einander verschiedenen Werthen 
von z zugehörigen Werthen von y, eine Reihe von Werthen 
der Function y gesucht, die zu gleichweit von einander ent- 


fernten zZ gehören. 


4 
Man bezeichne in diesem Falle die 2+1ı gleichviel von einan- 


der verschiedenen Werthe von z, zu welchen die gegebenen Werthe 
33" 
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von y=fz gehören, durch 
z, z+1, z+2A, z+3X....z+nXR, 
so dafs die zugehörigen gegebenen Werthe von y 
fz, fat N, fet2N, Sc+3N.... feat nn) 
sind, irgend einen beliebigen Werth von z aber durch z +, so kann 
man entweder vermittelst der Formel (49., in der oben erwähnten Ab- 
handlung), die keine andere ist, als die Lagrangische Interpolations- 
Formel, für gleichviel von einander verschiedene z, nemlich vermit- 
telst der Formel: 
. SCH * + tee sn on 
n 1 
re fh +A) 
> nit 1 zü a 


n.n—1.n—2 











— f@+ 2 
oder auch vermittelst ler sskasann Interpolations-Formel (16., ın 
der oben erwähnten Abhandlung), nemlich vermittelst der Formel: 


4. fe +) =fz 
+ zlf@+N—fe 


k.(k 


+ ED fa +2 —2fc+N +fe] 


RN Pe GEN 














eure 
+? ich 


die Werthe von y für einen beliebigen Werth z-++k von z finden. 


Will man also nun die gesuchte Reihe von Werthen der unbe- 
kannten Function y=fz durch Differenzen berechnen, und damit bis zur 
mten Ordnung gehen, so mufs man wiederum die Function als eine ratio- 
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nale ganze Function von der aten Ordnung betrachten. Alsdann darf 
man nur nach einer von den Formeln (3.) oder (4.), die zu den m -+1 ersten, 
sleichviel von einander verschiedenen Werthen von z, gehörigen Werthe 
von y berechnen, und die erste, zweite, dritte etc. bis zur zaten Differenz 
dieser rn -+-1Werthe nehmen. Vermittelst dieser Differenzen kann man 
wieder, der Reihe nach, die sämmtlichen verlangten Werthe von y=f:z 


dureh blofse Addition finden. 
Am wenigsten wird man sich, wahrscheinlicher Weise, von den 


wahren Werthen von y entfernen, wenn dıe z, zu welchen die berech- 
neten Werthe von y gehören, innerhalb der äufsersten z liegen, wel- 
che den gegebenen Y entsprechen, also etwa zwischen z und z,,,, aus 
dem weiter unten in (6.) angegebenen Grunde Um so unsicherer wer- 
den die Resultate sein, je weiter die z, für welche man die zugehörigen 
y berechnet hat, aufserhalb dieser Grenzen liegen. Ueber die Gröfse der 
Abweichung der Resultate der Rechnung von den wahren Werthen aber läfst 
sich, wie in (3.), aus der Rechnung selbst, nichts mit Bestimmtheit sagen, 
weil nach der Voraussetzung die wahren Werthe von y, aufser den 
gegebenen, gänzlich unbekannt sind. Uebrigens wird die Rechnung, wie 
in (3.), der Wahrscheinlichkeit nach, um so zuverlässiger sein, je mehr 
Differenzen man nimmt, d. h., je näher die Ordnungszahl 2 der Diffe- 
renzen, der Zahl 2 der gegebenen Werthe von y kommt. Ist m =n, 
und in die Reihe der gesuchten Werthe von y gehören auch die +1 
gegebenen Werthe fz, f(<+X), f(z+2X)..../(z+nX) von y, so muls die 
Rechnung mit Differenzen, so wie man darauf zutrifft, dieselben genau 
geben; welches zur Probe während der Rechnung dient. 


Dritter Fall. 


Wenn die Function y=fz gegeben ist, folglich eine be- 
liebige Zahl von Werthen der Gröfse y für beliebige z, als 
gegeben angenommen werden kann, und es soll eine Reihe 
von Werthen der Gröfse y=fz, für gleichweit von einan- 
der entfernte z berechnet werden. 


I. 
Will man in diesem Falle mit den Differenzen bis zur nten Ord- 
nung gehen, so sind offenbar nicht mehr als +1 einzelne Wertlie von 
y=fz, und zwar ebenfalls für gleichweit von einander entfernte z, 








Yan L.. Olivier, über die Berechnung von Tafeln. 


u. 


aus der Gleichung y=fz selbst zu berechnen nöthig, denn diese Werthe 
reichen hin, um dıe erste, zweite, dritte... . bis zur nten Differenz, 
einschliefslich, zu finden. 
Man darf also nur annehmen, die 2+ 1 Werthe 
2, Se+N, S@®+2X....fz-+ nA), 
von y, für die von einander gleichweit entfernten Werthe 
z, z-N, zt2X....ztnıa 
von z, wären bekannt, so kann man nach der Newtonschen Formel (4.) 
den Werth von y für einen beliebigen Werth z-+% von z finden. 
Berechnet man also danach die +1 ersten aus der Reihe der 
Werthe von y, die gesucht wird, also etwa fx, f(e tk), fx + 2%k).... 
...S(@e-+n%k), so darf man zwischen denselben nur die Differenzen bis 
zur zten nehmen, und kann alsdann alle übrigen gesuchten Werthe von 
v durch blofse Addition finden. 
Da man aber hier vorausgesetztermafsen die Wahl hat, welche 
+ ı Werthe von y man als bekannt annehmen will, so entstehet die 
Frage, welche 2-+1ı Werthe von y, vermittelst der Formel (4.), einen 
beliebigen Werth von y durch die Differenzen am genauesten geben. 


Mieses findet sich am leichtesten durch folgende Betrachtung: 


6. 

Man stelle sich die verschiedenen Werthe von z, für welche man 
fz berechnen will, als die Abscissen, und die zugehörigen Werthe von 
y==fz als die zugehörigen, rechtwinkligen Ordinaten einer Curve vor, 
so thut man, wenn man z.B. 2-+ ı Werthe von y=fz, etwa für gleich 
viel von einander verschiedene Werthe von z nımmt, und vermittelst 
der ersten, zweiten, dritten etc. bis zten Differenz zwischen denselben 
die übrigen Werthe von y==fz berechnet, nichts anderes, als dafs man 
durch die gegebene Curve eine andere, wıllkürliche, parabolısche 
Curve legt, welche 2+1 Puncte mit der gegebenen gemein 
hat, dann aber nicht allein die 2 -+- 1 gemeinschaftlichen Ordinaten der 
beiden Curven, sondern alle übrigen Ordinaten der parabolıschen 
Curve für die zu gleichen Abscissen gehörigen Ordinaten der gegebe- 
nen Curve nimmt. Wären nun z.B. die 2+ ı Ordinaten, welche man 
den beiden Curven gemein sein läfst, diejenigen, welche zu den er- 
sten n+1 Werthen von z gehören, oder lägen sie auch nur nahe zu- 
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sammen, und auf diese folgten lauter grölsere Werthe von z, so könn- 
ten, wie leicht zu sehen, dıe über die bestimmten Ordinaten hinausrei- 
chenden Schenkel der beiden Curven bald sehr von einander abweichen, 
und folglich die durch die Differenzen berechneten Werthe von f= sehr 
viel von den richtigen Werthen verschieden sein. Wären dagegen die 
n-+ 1 gemeinschaftlichen Ordinaten vielmehr weitläufiger, und am be- 
sten durch die ganze Ausdehnung desjenigen Theiles der gegebenen 
Curve, auf welche die Berechnung der Ordinaten sich erstrecken soll, 
etwa in gleichen Entfernungen von einander, vertheilt, so dafs sich die 
beiden äufsersten Ordinaten darunter befänden, und die übrigen 2— ı 
Ördinaten in gleichen Entfernungen von einander, dazwischen lägen, so 
kann offenbar die gegebene Curve von der angenommenen parabolischen, 
nur zwischen je zwei aufeinander folgenden von den 2 + ı festen 
Puncten, also nur auf den zten Theil der Ausdehnung der Curve, und 
folglich nur weit weniger abweichen. Es ıst daher am besten, dafs 
man, wenn man die Wahl hat, die +1 Werthe von fz, durch deren 
Differenzen man die übrigen verlangten Werthe von fz in der bestimm- 
ten Ausdehnung berechnen will, über diese ganze Ausdehnung 
vertheile, nıcht etwa die 2-+1 ersten ÖOrdinaten oder mehrere zu- 
sammenliegende dazunehme. Man erhöhet auf diese Weise die Ge- 


nauigkeit der Rechnung mit Differenzen ungemein. 


— 


da 


Ist ın dem Falle des vorigen Paragraphs, die gegebene Function 
y=/fz ganz und rational, z.B. von der zten Ordnung, so bricht die 
Reihe (4.) mit dem zten Gliede ab. Alle folgenden Glieder sind Null, weil 
alle Differenzen, von der 2-+1sten ab, Null sind, und folglich ist A=0. 
In diesem Falle ist es ganz gleichgültig, in welchem Verhältnils man 
A gegen & nımmt. Die Resultate der Rechnung mit den Differenzen sınd 
ımmer genau. Man wird also blos die 2-+1 ersten aus der gesuch 
ten Reihe der Gröfsen 

JS, fr +h), fx -+2h)....fle+ eh) 
selbst, und ıhre Differenzen bis zur zten nehmen können. Damit finde! 
man alle übrigen genau. 


Wenn dagegen die gegebene Function y=/z ırrational oder trans- 
cendent ist, so bricht die Reihe (4.) nicht ab, sondern läuft ın’s Unendliche 
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fort, und R ist nicht Null. Bringt man daher, indem man sich der 
teihe bedient, um f(z-+k) zu finden, blos die +1 Gröfsen fz, f(z-+A), 
f(z-+-enr)....f(z+-nrX) ın Rechnung, und nımmt blos auf die +1 er- 
sten Glieder Rücksicht, so thut man damit nichts Anderes, als dafs man 

»+-1iste und alle folgenden Differenzen von fz, welches nemlich die 
Factoren in den weggelassenen Gliedern sind, gleich Null setzt. Da sie 
nun nicht Null sind, so ıst der Fehler, den man begehet, oder die Ab- 
weichung des für f(z-+-#) angenommenen Werthes von dem wahren 
\erthe, der Summe dieser Glieder gleich, oder gleich R. Es kommt 
daher darauf an, den Werth von AR zu schätzen. 


S, 


Es ıst nach dem Taylorschen EI: 


5. Set Vaf Hy &4f Fr SE... 


Oz 02? 2.3 02 
Daher ıst die a+1ste Differenz von fz, nach A genommen 











Are} 22 5 At a2 O3fz A’t3: 
y +1 | — a w Dfz _— | - JF: - on 
(}, A? fz=—=fz N) e.-, 1 Tan * 7) +5 - 3 Wh 


Nun ist bekanntlich Art'2=0, vr3?—=0 etc. bis A7t’7"—0, und erst 

das folgende Glied ah am bleibt, und ıst gleich 
n1.n.n—1.n—2....xt, 

Also verschwinden ın dem auf das zte Glied der Reihe zunächst fol- 


eenden Gliede 





KORAN DM... .(komA) |ntıp, 
- 7 a. 2 a 
die a1 ersten Theile des Gliedes von selbst, und der zunächst bleı- 
bende Theil ıst 

Br IE 22) u 


/ L . i VER: ER n+1 
en ‚n--1. n.n—1.n—2.. er - 


} 1 ortifz 
ER? n-1. 


..n}1' 0:"41 





„ k(ik—A)(k—24)....(k—nÄ$) o"r! fz 


li» 





9 ) 


=. WR a1 Ozrtı 


Aufser dıesem einen Gliede giebt es ın der ganzen übrigen Reilie 


a 
j} 


ın+ı 
« . . . a) . C ar 
kein anderes mit dem Differential - Factor —H von der 2-+-1sten Ord- 





ıınz; denn die ersten z Glieder rechterhand in der Gleichung (4.) wer- 
den nach der Voraussetzung genau genommen, so dafs die Abweichung 


R des für f(x +) angenommenen Werthes von dem wahren, nur von 
den 
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den folgenden Gliedern herkommen kann. In diesen folgenden Glie- 
dern heben sich aber, z.B. in dem ersten, wıe vorhin gezeigt, die r er- 
sten Theile von selbst auf, und der nächste, bleibende Theil ıst der 
jenige (7.). Auf dieselbe Weise ıst in dem zweiten Gliede der erste blei- 


bende Theil 
k (7: — A) (k eh 2) .. oo. .\ 5 San Sci (n - 1} )) c ra fg 


iR: PUEDg © > - O:;r+2 

u. 5. w. Also giebt es, als integrirenden Theil des weggelassenen Restes 
R, blofs das eine Glied (7.) mit dem Differential-Coefficienten 
art fe oe . 
-— ir von der na-+1sten Ordnung. Alle vorhergehenden Glieder 
US ) 

mit Differential- Coefhicienten niedriger Ordnungen müssen in dem für 
J(z-+%), statt des wahren, angenommenen Werthe, mit denjenigen im 


senauen Ausdruck nothwendig übereinstimmen. 


S, 








Gesetzt nun, man berechnete den Werth von f{z-+#) unmittelbar 

nach der Taylorschen Formel, also nach der Reihe 
ro frz, Met oh; 
4 


9. Set) ef Hr E44 | 
ui .: u) ac ' = re u Tr ru 7 DZ fi u" Wer; ur va rw; — - 
er RE 2 02” . Eu. 3 u I... nl Oz 


ÜsS Iz 








und nahme von dieser Reihe die ersten z Glieder, so wäre das zuerst 


weggelassene Glied 





Kr Orte fz 

2.3... nl Hz 
Dieses aber ıst allemal gröfser als (7.), weıl A positiv ıst. Also läfst 
man, was das erste ausgelassene Glied betrifft, bei der unmittelbar auf 
n Glieder sich beschränkenden Rechnung mehr weg, als bei der Be- 
rechnung mit den n ersten Differenzen. Es können nun zwar die fol- 
senden, bei der Rechnung mit Differenzen weggelassenen Glieder auch 
sröfser sein, als die folgenden Glieder, bei der unmittelbaren Berechnung, 
weil sie Summen von Gliedern sind, die auch von A abhängen. Da 
man aber, wenn die Reihen, wonach man rechnet, wie es immer sein 
mufs, convergiren, A und # so annehmen wird, dafs jedes Glied grö- 
[ser ist, als alle folgenden zusammengenommen, so lafst sich der Grad 
der Näherung, den man erreicht, nach dem ersten weggelassenen Gliede 
schätzen, und da nun dieses bei der unmittelbaren Berechnung gröfser 
ist, als bei der Rechnung mit Differenzen, so kann man annehmen, dafs 
die letztere, und zwar, wenn man z.B. x Differenzen nımmt, das Resul- 


Crelle’s Journal. IL. Bd. 3. Hft. 34 


10. 
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tat wenigstens nicht minder genau &eben werde, als die unmittelbare Be- 
rechnung durch z erste Glieder der Taylorschen Reihe. 


9. 


Statt nach ($. 5.) vermittelst der Formel (4.) aus den als bekannt 
angenommenen 2-1 Werthen fz, f(z+NR), 2 = .....fiztn\) 
von /z=y die n-41ı ersten Werthe /z, 2 Bine k) 

‚./(z-+-n%) der aufzustellenden Tafel selbst zu en au 
ren Mifferenzen man alsdann die folgenden Werthe in der Tafel bis zu 
f{z-+ nr) finden will, kann man auch die Differenzen dieser +1 
Werthe berechnen. Der Ausdruck einer solchen Differenz, z. B. ter 
Ordnung, ist zufolge (4.) 


Be ‘(z) = 


A,J: m A ” um AT: A” /L \S/I 
ar an AT TEEN + SE ArTEN (E-ER].. 


und es sind allemal die »» ersten Glieder rechterhand gleich Null, weil 
AY1=0, Akm=0, Arlk(k—A)]=0 bis zu AT [k(k—R) (k— 2A) 
.(k—(m—ı)\)] ı 
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Zweı polvgon ION) etriscl IC Saize. 


(Von Herren J. Steiner.) 





I. era „Ziehet man aus einem, ın der Ebene eines £e- 
sebenen Vielecks beliebig angenommenen Punct ?P, nach 
den Seiten des Vielecks Gerade, die respective mit gere- 


7 I; 


benen Geraden parallel sınd, so ıst, wenn der Flächeniı 
desjenigen Vielecks, dessen Scheitel in den Fufspuncteu 
jener Geraden liegen (und welches somit dem gegebenen 
Vieleck eingeschrieben ıst), constant bleiben soll, der Ort 
desPuncts / dıe Peripherie eines bestimmtenKegelschnitts. 
Die Form dieses Regelschnitts und die Lage seines Mitte! 
puncis bleibt unverändert, wenn auch der Inhalt des eiu- 
seschriebenen Vıelecks kleiner oder gröfser angenommen 
wird, d.h. durch Veränderung dieses Inhalts entstehen ähn- 
liche, ähnlich liegende und concentrische Kegelschnitte. 

Beweis. Es seı z.B. das Vieleck 4BCDE (Fig. 1.) gegeben. Aus 
einem beliebigen Punct ? ziehe man in den gegebenen Richtungen nach 
den Seiten des Vielecks die Geraden P4, PB, PO.,.... oder a,b, 
Cye er, deren Fufspuncte ein dem gegebenen eingeschriebenes Vieleck 
ABODE,! jestimmen. 

Da z.B. der Inhalt des Dreiecks C,PD, = #e, d,sina, so hat man, 
wenn man den Inhalt des Vielecks 4,2,0,D,E, durch 7, bezeichnet: 

I. 2], = c,d,sına-+ de, ne e,a,siny + a,b,sind + b,e, sine. 


Es seien nun ferner «x, y die Coordinaten des Puncts P, in Bezug 
auf bel er zu einander senkrechte Coordinaten-Axen OF, OX, und 
%> Rıs Yo > &5 seien die Winkel, welche die Geraden @,, Fri mit 
den respectiven Seiten des gegebenen Vielecks, so wie &, By Yı.... die 
Ninkel, weiche die Abscissen- Axe VÄ mit den nemlichen Seiten bildet, 


und endlich seien «, db, e, d, e die aus dem Anfangspunct O auf die nem- 


lichen Seiten gelällten Lothe, so hat man bekanntlich: 
4 .. 
53 
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Ä COS, sin«&, 
(d, GEBERER — — y ee x + — 
sina, sın @, sın«&, 
u: u. fe 
, COS Paz 2 sın ?, b 
, er ep 
if sin 9, sın 2, sın 9; 
) . Sj » Ar 
en TE en 
1 — | . 5 .xıı% 2 ’ 
unr, * Sin, sin Y; 


Werden diese Werthe ın (1.) subsiituirt, so kommt: 


‚[c08y2 0080, COS Ö,cosE, cos 9,0872 
>. 2 1 == 2 _ -,sıina + ‚sın! 1 34.. .+ u Ki . ‚sine 














“ \sıny, ‚sind, I sin 9, Sin/, 
. & . Ä 2] 
sin y 2. 51m 0, sind,sine, 2 sın P3 sın 7: 
+ u” IV Pa u. . .sınc ,--- a en . sın! 34 u...» _ ey a ‚sine 
sin Yy; sind, sind, sine, sin d, Sin; 





sinz tr ——— —.sinp 
in y/z7.Ssind, sın d, sınd 


nr a S + BE . 7: . 
—.y( 724 0,) . ) u) ie ed 7 24... in) 
’ 





} a) J  : „PR . 
es IE Hurn 2 —- (COS (O) RR. COS; 2 » f . 
rn) | ee .sınE 
* sın r sın = ar 


sind, 




















“2 =. 

dsiny,-Mesind, _. ‚ esin B; J-bsiny, _. 

— 2 Ä —.sma +...+ _— .sıne 
siny;sind, sin Pr siny; 

u . / i 2 

ce dsın & easıny absind besine 
9 WOB.2 ine SER VOR. a a 

sıny, sind, sın d, Si sıne, Sin Cd, sin &, Sin z sin 9, sin; 


oder in einfacheren Zeichen: 
4. Ay +-De--Cley+Dy+Exs+fF=0. 

Diese Gleichung giebt den Ort des Puncts P, wenn man J, als con- 
stant annımmt. Sie enthält, wie man sieht, eine Curve der 
zweiten Ordnung, wie im Lehrs atze behauptet wird. 

Da die Form dieser Curve (d. i. das Verhältnifs ihrer Axen) und 
die Lage ihres Mittelpuncts durch die Coefficienten 4, B, C, D, E al- 
leın bestimmt wird, und von dem constanten Gliede F unabhängig ıst, 
und da dıeses Glied allein die Größe Z, enthält, so folgt, dafs die 
verschiedenen Curven, die entstehen, wenn man der Gröfse 

nach vr nach verschiedene Werihe giebt, alle einander 
ähnlıch, : lich liegend und concentrisch sind. 

Soll die Curve der Kreis sein, so müssen sowohl die Coefhcienten 

{ und 3 einander gleich, als auch der Coefficient C gleich Null sein. 
Daher folgt: „Dafs wenn die Richtungen, nach welchen die 
genannten Geraden @, b,, c&,.... aus dem Puncte P gezogen 


werden, alle bis auf zwei gegeben sind, so können diese bei- 


la; Rıcht; a e) ın Y ıyp \ ‘ p 7 dl 1, E A 
den Rıchtungen ımmer so angenommen werden, dafs als- 


dann dıe Ortscurve ein Kreis wırd.” Denn diese beiden Richtun- 
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gen werden durch die beiden Gleichungen 
A=BunddC =0 
gerade bestimmt. 
Sınd die Geraden @,, b,, €. 
gegebenen Vielecks senkrecht, so ıst die Curve allemal der Kreis, was 


... alle zu den respectiven Seiten des 


den folgenden specicllen Lehrsatz giebt. 

Il. Lehrsatz. „Fället man aus einem, in der Ebene eı- 
nes gegebenen Vıelecks beliebig angenommenen Punct ? 
Lothe auf dıe Seiten desselben, so ist, wenn der Flächenin- 
halt des Vielecks, dessen Scheitel in den Fufspuncten der 
lhothe liegen, constant bleiben soll, der Ort des Puncts / dıe 
Peripherie eines bestimmten Kreises. Der Mittelpunct die- 
ses Kreises ıst eın bestimmter fixer Punct, d. h. er bleibt 
derselbe, wenn auch der Inhalt des eingeschriebenen Viel- 
ecks kleiner oder gröfser angenommen wird, nemlich erist 
der Mittelpunet (Schwerpunct) von Kräften, die in parallelen 
Richtungen auf die Ecken des gegebenen Vielecks wirken, 


und sıch verhalten wıe die Sinusse der respectiven doppel- 
ten Winkel des Vielecks.” 

Erster Beweis. Vermöge der neuen Bedingung sind z. B. ın 
dem Viereck ZC,PD, die Winkel bei C, und D, rechte, daher ist auch 
A-+-x==2 hechten, und daher folgt, dafs: 

sn = sınd, 
r \sinß == sınB, 
sıny = sın(, 


Und ferner ıst vermöge der neuen Bedingung: 


6 Sind, == saß, au any, a... el 

Dadurch (D. 6.) reducirt sich die obige Gleichung (3.) auf folgende: 

7. 21,= y°’(cosYy,cos0,sin d + cosd,coses,sinB-+ ....+ cosß, cos, sin 2) 
+ x* (sin y,sin d,sin 4 + sind, sin, sinB-+ .... + sinß, sin y, sin R) 
— xy (sin y,+0,)sin 4 + sin (d,-+2,)sinB-+.... + sin (3,;+Y;) sin E! 
+ yl(deosy,+ecosd,)sin 4 + ....—+ (ecosß, + bcos’y,)sin Ä] 


— x|(dsiny,+ esin ö,)sin 4 + .... + (esinß,+ bsiny,)sin DZ} 


+ edsn 4 + desinBb + eusinO + absınDd --besin , 
Ay+Bx®+CGsy+Dy+Es+F=0. 


oder 
OS 
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Nun ıst nach dem, was oben bemerkt worden, darzuthun, dafs so- 
wohl die Coefhicienten 4, und DB, einander gleich, als auch der Coefti- 
cient €, gleich Null seı, also dafs sowohl 

c0sYy, c0s0,sin A -+ cosd,cose,;sin? + .... + cosß,cosy,sin B 
— siny,sind,sin d + sind,sing, sin? + .... + sinß,siny,sinZ, 
oder 
I. cos(y; + 0,) sın S —- cos 9, +:,)sınd + .... +- cos /ß, -Yy.}sın E = 0. 
als auch 
I. snly+ 0,)sin 4 + sin (0, + s,)sinB-+....+sin(ß,+Y,)sin% = 0 sei. 


Diese beiden Bedingungsgleichungen finden aber auch in der That 





Inf ; \ 
statt. Denn wenn man bemerkt, dafs z. B, das, =y,—0;: 


: y £ m — nn ,I —— ar N si 
sınd = sin«a, = sın(Y, 41 


so gehen die Ausdrücke (l.und 1.) in folgende über: 
ll. cos(y,+ d,) sin (yy—0,) + cos (d, + &)sin ,—8,) + .... 
Ei a a 
ERW a CO5 >) == i2 o$kil wu) Apr 
r > . ’ . r Ex ° . FAN x 
IV. sın Y: +0, sın Ya—6,) _- sım 0, e )Sın (0, &,) + u... 


. 2 ER. . \ 
.... —_ sın! 2:4: sın ce —/ ie 


äh 2 l2 





Und wird ferner bemerkt, dafs nach bekannten trıgonometrischer: 


Formeln: 
cos (m n)sin (m—n) = sin? m —3z5ın2n 
und 


sın 7a --n) sın (m —n) = sinm’— sınn?, 


so verwandeln sich die Ausdrücke (III, IV.) in folgende: 








r T ".. R Bi; r . [ . j T e N De ü a. 
V. s(sın2Yy sın 20,) + Z (sın 20, —sın 2: +...T z\sın 2%,—sın2Y,), 
2 Y: )T2 2, ı 2 j e” 
2 (am azy" en 2 7.20 26 U 1 TE Ua 
v1. il), ——SIN0,,T (SINV, —S1iNE,) "Ti +. +. 4 sin, Sin /,, 
i ’ or A f‘:11, TE ee. Bach, me ua. Du nz Ir; 
von denen, wıe ın die Augen fällt, jeder gleich Null ıst, indem alle Glie- 
= H . Lj (? 7 N . E E 2 = u =. QM r 
der derselben einander aufheben. Folglıch ıst, wıe ım Lehrsatze 


behauptet wırd, der Ort des Puncts P dıe Peripherie eınes 


Nreises, wenn !. constant geselzi vırd. 
Dafs der Mittelpunet dieses Kreises der ım Lehrsatze angegebene 
Schwerpunct sei, soll durch folgenden Beweis dargethan werden. 
Zweiter Beweis. Bezeichnet man den Flächeninhalt der Drei- 


L 


) e f ) '#) I 4 n n m .,. I ‘ R ‘ 
ecke Z,2UDb, und A| D, durch A und er, SO hat man: 


\ do +‘ Pr „217 x r} r J een TI v „. 7 
A > DA,.I ‚.sın D und D, u 5Q0,.b,.sıu ), 
oder wenn m bemerkt, dafs 
I “ » 7 2 i rn # ını1nXg 
DA, = PPD,cosv und DR, = PD.cosu, 


a, = PD.sınıyv md 5,5 = PP. mas, 
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;o hat man: 
A=1IPD°cosy.cosw.sınD, und A, = #PD°sınvy.sinz.sinD), 
und daher: 
A—A, 3 PD° (cosv. cos# — sınv.sıne) sın D 
PD’. cosD.sın D 
PD’. sın2D. 

Da man auf gleiche Weise eine ähnliche Gleichung zwischen den 
Flächeninhalten der zusammengehörigen Dreiecke BIC, und D,PC,, des- 
sleichen zwischen den Dreiecken 0,4/D, und C,PD,, u. s. w. findet, so 
hat man, wenn die Flächeninhalte der Vielecke ZBCDE und AB,C,D,E, 
durch 7 und 7, bezeichnet werden: 

I—2I=4(P#.sn2A+PB .sin2B + PC’. sin2C+PD°sin2D-+-PE’sin2E£). 

Soll nun der Flächeninhalt (Z,) des eingeschriebenen Vielecks con- 
stant bleiben, so ist auch Z— 27, constant, so dafs also ın diesem Falle 
dıe Summe der Producte, dıe entstehen, wenn man die (Quadrate der Ab- 
stände des Puncts P von den Ecken des gegebenen Vielecks BCDE mit 
den Sinussen der respectiven doppelten Winkel dieses Vielecks multipli- 
cirt, gleich einer constanten Grölse, nemlich =4(7—27,) ist, woher 
dern, nach einem bekannten Satze (M. Hirsch Sammlung geom. Aufg. 
Band Il. S. 339.) unmittelbar die Richtigkeit des obigen Lehrsatzes folst. 

Der letztere Beweis ist, einige Abkürzungen ausgenommen, der- 
selbe, welchen wir zuerst im ersten Bande S. 51. dieses Journals mitge- 


ie) 


theilt haben. 
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24. 
Auflösung einer Aufgabe aus den Ännalen der 
Mathematik von Herrn G ergonne. 


(Von Herrn J. Steiner. 





1. 
Bi XVII. Bande der Annales de marhematigues von Herrn Gergonne 
befindet sich S. 83. folgende Aufgabe: 
„Construire rigsoureusement la droite qui coupe a la 
foıs quatre droites donnees dans l’espace, non compri- 
ses deux a deux dans un meme plan.” 

Die nachiolgende Auflösung dieser Aufgabe erfordert einige Hülfs- 
sätze und Betrachtungen, die hier theils entwickelt, theils blofs angedeu- 
tet werden sollen. 

11. 

Folgende Sätze sınd leicht einzusehen: 1) Durch jeden gegebe- 
nen Punct ist eine einzige Gerade möglich, welche mit einer der Lage 
nach gegebenen Geraden parallel ist. 2) Alle Geraden, welche eine ge- 
sebene Gerade / schneiden und mit einer anderen gegebenen Graden 
B parallel sind, liegen zusammen ın einer Ebene, welche mit der letz- 
teren Geraden parallel ist; oder durch eine gegebene Gerade 4 ist alle- 
mal eine einzige Ebene möglich, welche mit einer anderen gegebenen 
Geraden B parallel ist, vorausgesetzt, dafs die beiden Geraden 4, B nicht 
parallel sind. 3) Sind ım Raume irgend zwei Gerade 4, B gegeben, so 
ıst durch jede derselben eine Ebene möglich, welche mit der anderen 
parallel ıst (2.), und beide Ebenen sind daher mit einander parallel. 
+) Sind im Raume irgend zwei Gerade und ein Punct gegeben, so ist 


+) 


durch den Punct allemal eine und nur eine Ebene möglıch, welche 


mit jeder der beiden Geraden parallel ıst. 
111. 

„Sind im Ranme irgend zwei Gerade #/, B und irgend ein 

Punct P geschen, so kann durch den Punct allemal eine einzige dritte 

jene beiden Geraden schnei- 

det, 


y f un 
Gerade gelegt werden, welche entweder 1) 
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det, oder 2) die eine schneidet und mit der anderen parallel ist.” Denn 
man denke sich durch den Punct P und durch jede der beiden Geraden 
insbesondere eine Ebene, so mufs jede dritte Gerade, welche durch den 
Punct gehen und beide gegebene Geraden schneiden soll, in diesen bei- 
den Ebenen zugleich liegen, daher giebt es nur eine einzige solche Ge- 
rade, nemlich die Durchschnittslinie beider Ebenen. Liegt der gegebene 
Punct P entweder in derjenigen Ebene, welche durch f geht und mit 
B parallel ist, oder in derjenigen, welche durch B geht und mit ./ par- 
allel ist (II, 3.), so findet der zweite Fall (2.) des Satzes Statt, d. h., die 
dritte Gerade schneidet blofs die eine gegebene Gerade und ist mit der 


anderen parallel. 


IV. 
„Sind im Raume irgend drei Gerade 4, BD, € geseben, so giebt es 
allemal eine und nur eine vierte Gerade C,, welche zwei derselben. 


z.B. 4, B, schneidet und mit der dritten C parallel ist.” Denn man 
denke sich durch 4 eine Ebene, welche mit € parallel ist, und ebenso 
durch B eine Ebene, welche mit € parallel ıst, so ist die Durchschnitts- 
linie beider Ebenen die einzig mögliche Gerade C,, welche die Geraden 
#4, B schneidet und mit der Geraden © parallel ist (H,2.). Man erhäl: 
daher die Gerade C,, wenn man z.B. durch £/ eine Ebene legt, welche 


mit C parallel ist, und alsdann durch den Punct 5, in welchem sie B 
schneidet, eine Gerade C,, mit C parallel zieht. 
V 


„Sind im Raum irgend drei Gerade #, B, € gegeben (von de- 
nen keine zwei in einer Ebene liegen), so kann eine vierte Gerade 4, 
so bewegt werden, dafs sıe stets alle drei schneidet, und dafs sie nachı 
und nach durch jeden beliebigen Punct geht, welchen man in einer der- 
selben annimmt.” Denn durch jeden beliebigen Punct ec, welchen man 
7. B. in der Geraden € annımmt, kann nach (IIl.) eine Gerade 4, ge- 
lest werden, welche die Geraden 4, Z, und welche mithin alle drei Ge- 
raden 4, B, C schneidet. Und läßt man nun in der Vorstellung den 
Punct e in der Geraden C sich fortbewegen, so wird auch die Gerade 
A, sich bewegen, so dafs sie nach und nach längs der ganzen Geraden 
© fortzgleitet. 

Oder um irgend eine Gerade 4, zu erhalten, welche die drei ge- 
sebenen Geraden 4, DB, € schneidet, lege man z.B. durch C eine belie- 
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bige Ebere, so wird diese die Geraden 4, B in irgend zwei Puncten ae, 
b schneiden, und alsdann wird die Gerade @5 der Forderung genügen, 
d. h., sie hat die Eigenschaft der verlangten Geraden 4,, indem sie 
nothwendiger Weise auch die Gerade C schneiden wird, weil sie mit 
ihr in der genannten Ebene liegt. „Läfst man daher in der Vorstellung 
diese Ebene sich um die Gerade € herumbewegen, so wird die Gerade 
ab oder A, sich so bewegen, dafs sie fortwährend alle drei gegebene 
Gerade A, B, C schneidet, und dafs die Durchschnittspuncte a, 2, e, in 
welchen sıe die letzteren schneidet, längs diesen sich continuirlich fort- 
bewegen.” 
v1. 

Mit anderen Worten folgt daher: „dafs die drei gegebenen Ge- 
raden 4, B, C von einer unzähligen Schaar anderer Geraden A, B,, 
CE, D,> +»... geschnitten werden können, und dafs von dieser Schaar 
keine zwei, so nahe sie auch immerhin auf einander folgen mögen, ein- 
ander schneiden können, weil sie sonst, und folglich auch jene 3 Gera- 
den mit ihnen, in einer Ebene liegen müfsten.” 

Fixirt man irgend drei Gerade aus der genannten Schaar, z.B. die 
dreı Geraden 4,, B,, C,, und nimmt sie als drei gegebene Geraden an, 
so folgt also, dafs dieselben nicht allein von den drei Geraden 4, B, C, 
sondern vielmehr von einer zweiten, unzähligen Schaar Geraden 4, D> 
se - FO geschnitten werden können. 

Es liegen aber bekanntlich die beiden Schaaren Gerader zusammen 
ın einer Fläche der zweiten Ordnung, nemlich im einfachen Hyperbo- 
!oid *); und ferner schneiden nicht nur die drei Geraden 4, B, C alle 
Geraden der Schaar 4, B,, C,, D,, - » - . ., sondern jede Gerade der 
eınen Schaar schneidet jede Gerade der anderen Schaar, so dafs also 
auch z.B. die Gerade D nothwendig die Gerade D, schneidet, oder mit 
ıhr parallel ist*). Das heıfßst: 

„Wenn im Raume drei beliebige Geraden 4, P, C, von irgend dreı 
anderen Geraden A,, B,, €, geschnitten werden, so beschreibt diejenige 
Gerade, welche sich durch die drei ersteren fortbewegt (V.), die nem- 
liche Fläche zweiter Ordnung, als diejenige Gerade, welche sich durch 
die drei letzteren bewegt; und diese Fläche ist das einfache Hyperboloid.” 





*) Band I. Seite 340. dieses Journals. 


*+) Seite 342. ebendaselbst. 
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Und ferner: „Von den beiden Schaaren Gerader, die in einer solchen 
Flüche liegen, können von denen, welche zu der nemlichen Schaar ge- 
hören, keine einander schneiden, dagegen aber schneidet jede Gerade der 
einen Schaar jede Gerade der anderen Schaar, ausgenommen eine ein- 
zige, mit welcher sıe parallel ıst.” 
vil. 

Bewegt sich nemlich die Gerade A, durch die drei Geraden 4, 
D, C, so wird sie irgend einmal eine solche Lage haben, dafs sie mit 
4 parallel ist, nemlich in demjenigen besonderen Falle, wo ihr Durch- 
schnittspunet mit A unendlich weit entfernt ist, und welche Lage von 
A, nach (IV.) gefunden wird. Daher folgt: 


„Dafs mit jeder Geraden aus einer der beiden senann- 
ten Schaaren, eine Gerade aus der anderen Schaar par- 
allel ı5t.” 


Es seien die Geraden A und 4, parallel, so schneidet alsdann 4, 
jede der übrigen Geraden B, €, D.... der ersten Schaar (Vl.), und dic 
Ebenen durch 4, und PB, A, und C, 4, und D, u. s. w., sind alsdann 
sämmtlich mit 4 parallel. Da aber durch jede der Geraden PR, C, D.... 
insbesondere nur eine Ebene mit 4 parallel möglich ist (11. 2.), so folgt 
also umgekehrt: 

„Dafs alle Ebenen, welche man durch beliebige Gera- 
den, C, D...., diein einem einfachen Hyperboloid liegen, 
und dıe zu der nemlichen Schaar gehören, mit einer Gera- 
den 4, die zu derselben Schaar gehört, parallel lest, einan- 
der in einer Geraden 4, schneiden, welche zu der zweiten 
Schaar gehört, und welche mit jener abgesonderten Gera- 
den A der ersten Schaar parallel ist.” 


Ueberhaupt geht jede Ebene, welche durch irgend eine Gerade 
aus einer der beiden Schaaren geht, nothwendiger Weise auch durch 
eine Gerade der anderen Schaar. Denn geht z.B. eine Ebene durch 4, 


so wird sie die Geraden BD, U ın irgend zwei Puncten 5, e schneiden, 

und alsdann schneidet die Gerade be alle drei Geraden A, B, € (V.), 

und gehört also zu der zweiten Schaar und liegt in der genannten 

Ebene. Also: „Jede Ebene, welche das einfache Hyperboloid in einer 

Geraden schneidet, schneidet dasselbe noch in einer zweiten Geraden, 
39* 
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und beide Geraden gehören, notwendiger \Veise, verschiedenen Schaa- 
ren an.” *) 
VII. 

Durch irgend drei im Raume gegebene Gerade 4, B, C, welche 
nicht mit einer Ebene parallel sind, ıst demnach ällemal ein ein- 
faches Hyperboloid bestimmt, d.h., es giebt allemal eine und nur 
eine solche Fläche, in welcher die drei Geraden liegen. Der Mittelpunct 
dieser Fläche wird, wie sich leicht beweisen läfst, und wie z.B. Ha- 

) 


chette ım vorhergehenden Bande dieses Journals bewiesen hat, auf fol- 


. , Fa ER don » 
ende W CI1Se zeiun ven: 


I) „Man suche diejenigen drei Geraden 4,, B,, C,, welche re- 
spective mit den gegebenen Geraden 4, B, C parallel ch und respeclive 


heiden 


übrıgen 2 und C, A und C, 4 und DB schneiden (IV.), und 


lese alsdann durch je zweı Parallelen, also durch £ und 4, B und 5, 


dıe 


Ü und €, eine Ebene, so ıst der Durchschnittspunct dieser drei Ebenen 


der sesuchte Miıttelpunct.” 


*%) \Vir fügen hier beiläufig folgende Bemerkungen hinzu: 

1. Legt man durch Z eine Ebene parallel mit DB; durch B eine Ebene parallel mit C; und 
durch © eine Ebene parallel mit A, und nimmt diese drei Ebenen als Coordinaten - Ebenen an, so 
ist die Gleichung des genannten Hyperboloids H:; 

(x—a)(y—b)(.—e)=xyz, 
welche, wenn a=?2x, b=235, c=2y gesetzt wird, auf die Form 
KA) MEY) = td(y+Pke+r) 

vebracht werden kann, in welcher Gestalt sie die Gleichung der genannten Fläche ist, wenn ihr Mit- 
telpunct der Anfangspunct der Coordinaten ist, und diese letzteren mit irgend drei Geraden A, B, 
C, welche in der Fläche liegen und der nemlichen Schaar Geraden angehören, parallel sind. Aus 

ser Gleichung leitet man leicht die von Binet gegebene Gleichung ab (Band I, Seite 347. dieses 
Journa!s). 


“..— 


2. Wählt man die Axen des Hyperboloids zu Coordinaten-Axen, so ist seine Gleichung be- 

kanntlich: 
b2ce?x2—a2c?y2 —a?b?z? = — a?b?c?..... (&) 
Bezieht sich folgende Gleichung 
b?c252 — a22y— ab?z2?=0..... (BP) 

auf das nemliche Coordinaten-System, so ist letztere die Gleichung eines Kegels (zweiter Ordnung), 
welcher mit jener Fläche (x.) einerlei Mittelpunct hat, und ihr Asymptoten-Kegel ist, 

Legt man nun eine Ebene so, dafs sie den Kegel (?.) in irgend einer Kante, welche K hei- 
[sen mag, berührt, so findet man, dafs diese Ebene allemal die Fläche (x.) in irgend zwei Geraden, 
z.B. 4, A,, schneidet, welche unter sich und mit der genannten Kante K parallel sind, und dafs 
letztere in der Nitte zwischen jenen beiden Geraden liegt. Folglich ist jede Gerade, welche sich in 


der Fläche (x.) befindet, mit irgend einer Kante des Kegels (2.) parallel, und umgekehrt. Dem- 


nach folgen nachstehende Sätze: 











e 
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Oder man erhält daher diesen Mittelpunct am einfachsten, wie folst: 
2) „Durch eine der drei gegebenen Geraden, z. B. durch -/, lege 
man eine Ebene parallel mit D, welche die C in irgend einem Punct e 
schneiden wird; und ferner lege man durch # eine Ebene parallei mit 
C, welche die A in irgend einem Punct 5 schneiden wird, so ist alsdann 
die Mitte HM derjenigen Geraden bc, welche die beiden genannten Puncte 
verbindet, der verlangte Mittelpunct.” 

IX. 

Nach diesen vorläufigen Betrachtungen wollen wir uns nun zu der 
obigen Aufgabe (l.) wenden. Sıe verlangt nemlıch: 

„Diejenige Gerade ın aller Strenge zu construiren, 
welche vier gegebene Geraden, von denen keine zwei ın er 
ner Ebene liegen, zumal schneidet.” 

Die vier gegebenen Geraden sollen A, B, €, D heifsen, 

Werden zunächst nur die drei Geraden 4, DB, © berücksichtigt, so 


liegen diese ın einem bestimmten einfachen Ilyperboloid (VIIL), welches 





I. „Alle Geraden, welche in der Fläche eines einfachen Hyperboloid's liegen, sind 'mit den 
Kanten eines bestimmten Kegels zweiter Ordnung parallel, d. h., zieht man durch einen beliebigen 
Punct P, mit jeder Geraden, welche in der Fläche eines gegebenen einfachen Hyperbolvids liegt, eine 
Parallele, so liegen alle diese Parallelen zusammen in einer bestimmten Kegellläche zweiter Ord- 
nung.’ Oder 

II. „Sind im Raume irgend drei Gerade A, BD, C gegeben, und eine vierte Gerade A, , welche 
dieselben schneidet, bewegt sich auf alle mögliche Weise, ohne jedoch einen Augenblick aufzuhö- 
ren, jene drei zu schneiden, so ist sie stets mit irgend einer Kante eines bestimmten Kegels paral- 
lel; oder bewegt sich eine andere Gerade a,, welche fortwährend durch irgend einen fixen Punct 
P geht, so, dafs sie stets mit der Geraden 4, parallel ist, so beschreibt sie eine bestimmte Kegel- 
fläche zweiter Ordnung, welche den Punct P zum Mittelpunct (Scheitel) hat.” 

III. „Sind im Raume irgend zwei Gerade A, BD, nebst einem beliebigen Kegel P zweiter 
Ordnung gegeben, so liegen alle mögliche Gerade 4,, RP, > Cr> ».» - », von denen jede jene bei- 
den Geraden schneidet, und mit irgend einer Kante des Kegels P parallel ist, zusammen in einem 
bestimmten einfachen Hyperboloid; oder bewegt sich eine Gerade 4, so, dafs sie stets mit irgend 
einer Kante des Kegels P parallel ist, und fortwährend die beiden Geraden A, B schneidet, so be- 
schreibt sie ein einfaches Hyperboloid.’ 

IV, „Sind irgend zwei Kegelschnitte A, D, welche in irgend einer Fläche zweiter Ordnung 
liegen, nebst einem beliebigen Kegel P derselben Ordnung gegeben, und bewegt sich eine Gerade A, 
so, dafs sie stets mit irgend einer Kante des Kegels P parallel ist, und fortwährend durch die Pe- 
ripherien der beiden Kegelschnitte 4, B geht, so beschreibt sie ein einfaches Hyperboloid.” 


Ist der genannte Kegel ein gerader Kegel, so ist das Hyperboloid dasjen’ge, welches durch 


Umdrehung erzeugt werden kann; und tritt an die Stelle des Kegels eine oder zwei Fbenen, so 
wird das genannte einfache Hyperboloid, durch das hyperbolische Paraboloid vertreten. 
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I heifsen mag, und es giebt eine Schaar von Geraden 4, B,, C 
BER 
H liest (VL). Die gesuchte Gerade befindet sıch daher nothwendiger 
Weise unter dieser Schaar, nemlich es ıst diejenige, welche durch ei- 


> 
von welchen jede jene drei Geraden schneidet und in der Fläche 


nen derjenigen Puncte geht, ın welchen die vierte gegebene Gerade D 
das Hyperboloid Z/ schneidet. Kennt man demnach einen solchen Durch- 
schnittspunct, so ıst auch die gesuchte Gerade als gefunden zu betrach- 
ten, weil durch irgend einen Punct der Fläche Z/ nur eine einzige, 
zu der Schaar 4, D,, C,, D,.... gehörige Gerade möglich ist. Daher 
siebt es so viele Geraden, welche der Autgabe Genüge leisten, als es 
Puncte giebt, in welchen die Gerade D und das Hyperboloid ZZ einan- 


der schneiden, mitnin im Allgemeinen zwei. 


„. 
Die Durchschnittspuncte der Geraden D und der Fläche 7, und 
hernach die gesuchte Gerade, findet man nunmehr auf folgende Weise: 


1) Man suche, nach (VIII), den Mittelpunct des genannten Hyper- 
bolords #7, ın welchem nemlich die drei Geraden #4, D, C liegen; er 
heifse M (Fıg.?\.). 

2) Durch die Gerade £ lege man eine Ebene E parallel mit D, 
welche die Geraden #, C in irgend zwei Puncten 2, c, und das Hyper- 
boloid ın den beiden Geraden / und de schneiden wird (VIL) Der 
Durchschnittspunct der beiden Geraden 4, be heifse «. 

3) Durch die Gerade D lege man eine Ebene E, parallel mit 4, 
welche nemlich die Ebene der Figur ist, so sind die zweı Ebenen Z, E, 
mit einander parallel (II. 3.), sie schneiden folglich das Hyperboloid # 
in ähnlichen, und ähnlich liegenden Kegelschnitten, deren Mittelpuncte 
a, m mit dem Mittelpunct MM dieser Fläche in einer Geraden liegen. 
Nun ıst der Schnitt der Ebene E die beiden Geraden #4, bc, welche als 
eine Hyperbel anzusehen sind, deren Mittelpunct # ist. Daher wird auch 
der Schnitt der anderen Ebene E, eine Hyperbel % sein, deren Asympto- 
ten nd, md, mit den Geraden #4, be parallel sind, und deren Mittelpunct 


m mit den Puncten @, M in einer Geraden liegt. 


4) Legt man daher durch den Punct M zwei Ebenen, die eine durch 
dıe Gerade .f, und die andere durch die Gerade bc, so schneiden die- 
selben dıe Ebene E, in den Asymptoten md, md, der genannten Hyper- 
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bel A. Sind ferner d,, ec, die Durchschnittspuncte der Ebene Z, und der 
Geraden B, €, so liegen dieselben nothwendiger Weise ın der Peripherie 
der genannten Hyperbel A}. Demnach kennt man die Asymptoten nd, 
md, und zwei Puncte b,, c, der genannten Hyperbel %, und es ist nun- 
mehr darum zu thun, diejenigen beiden Puncte &, ß zu finden, in wel- 
chen dieselbe von der Geraden D geschnitten wird. 


5) Zieht man zu diesem Endzweck, z. B. durch den Punct 2, die 
Gerade >g parallel mit D, d. ı., mit dd,, so ist nach einer bekannten 
Eigenschaft der Hyperbel: 

pb,.gb, = da.ad, = dB.Pd.. 
Um hiernach die gesuchten Puncte #, ß zu finden: beschreibe man um 
dd,, als Durchmesser, den Kreis #, d.ı., dp,9,d,, trage in diesen die 
Sehne »7,9,=p9, und nehme »,d,=pb,, 50 ıst, vermöge der Potenz des 
Kreises, 2,5,.9,6,=0Öb,.b,0,. Man nehme daher ferner: 
pa—=uß—=ub,, 

so sind «, ß die beiden gesuchten Puncte, in welchen die Gerade D dıe 
Hyperbel %, und folglich auch die beiden Puncte, in welchen dieselbe 
das Hyperboloid Z7 schneidet. 

6) Legt man nun endlich durch jeden der beiden Puncte «, ß eine 
Gerade 4,, D,, welche z. B. die beiden Geraden #4, D schneidet (I1l.), 


so wırd jede derselben nothwendiger Weise auch die Gerade C schnei- 
den, und somit der vorgelegten Aufgabe Genüge thun. 


Wäre die Gerade dd, kleiner als pg, so müfste man in (3.) um 
den Durchmesser p9y, anstatt dd,, einen Kreis beschreiben, und als- 
dann fände man durch eine ähnliche Construction die beiden gesuchten 
Puncte «, ß. 
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4 
23. 
Ueber die Construction schief liegender Räderwerke. 
(Siehe Hachette Traitc el&mentaire des machines pag. 314 Anmerk.) 


(Von Herrn AL H. Jacobi, zu Potsdam.) 





j 8. 


Der Theorie der Räderwerke liegt folgende allgemeine Aufgabe zum 
Grunde 
Es sind 2 Drehungsaxen der Lage nach im Raume gegeben; man 
soll ein Räderwerk construiren, wodurch die continuirliche Kreis- 
bewezung eines Maschinensystems um die eine Axe in eine eben 
solche Bewegung um die andere Axe, mit veränderter Winkelge- 
schwindigkeit, unmiitelbar verwandelt werde. 
Als specielle Fälle sind die eylindrischen und conischen Räder und 
die Schraube ohne Ende bekannt. Bei den beiden ersten liegen die Dre- 


hungsaxen in einer Ebene, und sind darın respective entweder parallel 


oder sıch schneidend; beı der Schraube ohne Ende schneiden sich die 
n unter rechten Winkeln im Raume. Bei der Construction der re- 
wöhnlichen Röderwerke wird von der Ansıcht ausgegangen, dafs die 


sich berührenden Cylinder oder Kegel sich gegenseitig durch ihre Rei- 


u 


. 3 a y y > ” % Y \ m 
bung in Bewezung seizen, und dafs dıe daraui angebrachten Erhöhun- 
- mr n ” ee e 2 Be nn» a y 
sen und Vertiefungen (Zähne) nur dazu dienen, durch kräftigen Ein- 


erifi ein zu frühes Abschleifen der sıch berührenden Theile zu verhin- 
dern, ohne dafs dadurch den gegebenen statischen Momenten Eintrag ge- 


schieht. Diese Voraussetzung mufs auch den allgemeinen Untersuchungen 


LzLuilı 


Psgp | 


es zerfallen dieselben demnach in zwei Haupttheile, 


als Basıs dıenen, und 
deren erster zwei runde Oberflächen (surfaces de revolution) sucht, die 
sich so berühren, dafs die beiden Momente jedes Berührungspunctes, ın 
Bezug auf die beiden Drehungsaxen, in einem constanten Verhältnisse 
stehen; welches Verhältnifs das umgekehrte der Winkelgeschwindigkei- 
ten ıst, womit die beiden Maschinensysteme sıch um ihre Axen drehen. 


je folr ınden Untersuchungen u ul den die rF orm der darauf anzubringen- 


u. .. . - * vn 1} ? as z 
den Erhöhungen vnd Vertiefungen zum Gesgenstande haben, 


So- 
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Sobald von continnirlicher Kreisbewegung die Rede ist, wird die 
Bedingung, dafs sich die beiden runden Oberflächen berühren, unerläfs- 
lich, obgleich es einzelne Fälle geben kann, wenn z. B. nur ein Theil ei- 
ner Kreisbewegung beschrieben werden soll, wo blofs den statischen Be- 
dingungen genügt zu werden braucht (Siehe Eytelweins Statik 1. Bd. 
Cap. 10, $. 288. u. s. f.). In Hachette a. a. O. scheint die Berührung 
nicht als nothwendig, sondern nur als zufälliges Moment erkannt wor- 


den zu sein. 


2, 
Man gelangt am leichtesten zu dem analytischen Ausdrucke, der die 


Berührung zweier runden Oberflächen bedingt, durch die Betrachtung, 
dafs die gemeinschaftlichen Normalen beide Drehungsaxen schneiden. 
Betrachtet man dieselben daher als zweı Leitlinien (dırectrices), und be- 
wegt eine dritte gerade Linie, als Erzeugende (generatrice), so auf den- 
selben fort, dafs sie eine Curve, deren Gleichungen y=@(x), z=r(x), 


immer unter rechten Winkeln schneidet, so hat diese Curve die Eigen- 


schaft, dafs sie durch Umdrehung um beide Drehungsaxen zwei sich in 
derselben berührende vunde Oberflächen erzeugt. Beıläufig folgt hieraus 
der interessante Satz für das Hyperboloid A une nappe, dafs jede ortho- 
gonale Trajectorie des einen Systems gerader Linien, um irgend zwei 
Linien des andern Systems gedreht, zweı sich berührende runde Ober- 
flächen erzeugt, 
Sind die Gleichungen der beiden Drehungsaxen auf die einfachste 

Weise gegeben, nemlich durch die Gleichungen: 

y=0, 2=0 und 

y= xtsß, zz —=G, 
wo ß der Winkel ıst, unter welchem sich die Projectionen beider Dre- 
hungsaxen auf der x, y Ebene schneiden, und @ dıe Distanz der einen 
Drehungsaxe von derselben Ebene, in welcher die zweite Drehungsaxe 
liest, und mit der x Coordinatenaxe zusammenfällt, so erhält man die 
partielle Differentialgleichung 

(yy’+2z2)(z — o)tgß + zetgß—aey = 0(), 

welcher die Curve, deren Gleichungen y=@(x), z=r(x) sind, zu ge- 
nügen hat. Es mufs noch bemerkt werden, dafs y’ und z’ die ersten 
Ableitungen von Px, =x bedeuten, und mit den Diflerentialcoefficienten 


oY 0x .. . 
——, — übereinkommen. 
ox’ 0x 
Crelle’s Journal. II.Bd. 3. Hft 36 
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3. 

Die Curve, welche obige Gleichung erfüllt, mufs nun ferner noch 
die Eisenschaft haben, dafs die Momente jedes Punctes derselben, in Be- 
zug auf die beiden Drehungsaxen, in einem constanten Verhältnisse 1:7 
stehen, welches Verhälinifs das umgekehrte der Winkelgeschwindigkei- 
ten um beide Drehungsaxen ist. Wenn dieselbe daher zugleich auf der 


Oberfläche eines Hiyperboloids a une nappe liegt, das durch die Gleichung 
a— 2) — (sin —yeosß” = 0 () 





(} 2 - n° ; 
gegeben ist, so ist auch diese Bedingung erledigt, und die Curve, welche 
durch Umdrehung um die beiden Drehungsaxen zwei sich berührende 


Oberflächen erzeugt, die sich! durch blofse Reibung in Bewegung setzen, 
vollständig durch dıe beiden Gleichungen 
yy'+z2)@—e)tgß+zetsp—ey=0 ( 
(y’+ 2°) nm’ —(a—2z)— (zsinß—ycosß)”’ =0 (ll), 
gegeben. 
4. 
Die Form dieser Gleic!] ‚ bei welchen durch Veränderung des 


Coordinatensvstems die a nur aus der einen ın die andere 
hineingeschaflt wird, zeizt bald, dafs keine eleganten Resultate, auch 
selbst durch eine vollstindize Interration, zu erwarten sind. Aber be- 
» . . . x \ “ . > L k .. 

denkt man, dafs bei der wirklichen Construction eines solchen Räder- 

” . Bu . n .. - 
werks, eine von den vielen Curven, welche die Aufgabe lösen, nur in 
7 
i 


. 2 r\ ır 1 ale EP En r » nn, 7 + Ba 
soweit gekannt zu werden braucht, als die Dicke der Räder erfordert, 


° . r er ö .n ’ » ” u a 7 = . / or 
welche immer ım Verhältnifs zu der Entfernung der beiden Axen ge- 


yo. . u 67 r 


Eon „a ’ ER, E. a OR 5 20 fr 
ring ı5t, so wırd man leicht hinlänglich viele Puncle derselben finden 


vor 
- 
fm 
n.“ 
Pr 
u 
| 


können, ındem die angenten an jedem Puncte gegeben ist 


2 “ DENN | 
durch die beiden Gleichunren: 


EN | e . - 
=) » Y, £), 
= IX, Y, 2), 


welche durch Absonderung der Differentialcoefficienten aus den Gleichnn- 
sen 1. und II. entstehen. Diese Puncie dienen zugleich dazu, die ılınen 
entsprechenden Piüncte der Meridiancurven der runden Oberflächen zu 
verzeichnen, welche durch Umdrehung der gemeinschaftlichen Berüh- 


rungscurve um beide Axen entstehen. Auf diese Meridiancurven kommt 


hauptsächlich an, weil sie die bequemsten sind, um als Lehren zur 
Abdrehung der beiden soliden Oberflächen zu dienen. 
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a 
Legt man durch den Punct r=0, y=0, tr des Hyperbo- 


.. . \ 7 n . r ° 
loids A une nappe eine Ebene senkrecht auf die z "rs: so ist 


diese zugleich Tangentenebene desseiben. ede, in diesem Puncte auf der 


\ - r} * 7 y . 
Ebene gezogene gerade Linie, kann daher auch als Tanrente einer durch 


en 


- o rn r), Eu 971 (Pı)y „rhtor ’ u } \ jr Tr r 
diesen Punct gehenden, unsern Bedinstunsen entsprechenden Curve, be- 


. BI. Donnta horuhrar EN, I TEE: ._. 
trachtet werden. In diesem Puncte berühren : ı daher auch sämmt- 
RB nn? nn B ER al | ren . RR 
Iıche runde UN riiacnen, und Zi‘ leich aUcHh (as Li nDeyi oloıtd a une n IDDE. 
< Ai i 


6 £ ni ” r . zu Er n 
Dieses wird im Allgemeinen von allen diesen Oberflächen, von dem ve- 


dachten Puncte ab, geschnitten. Eine von den beiden geraden Linien, 


. + > s) RER 
welche sich an diesem Puncte auf der Oberfläche des Hyperboloids kren- 


zen,. kann daher auch als Tangente der zu suchenden Curve betrachtet, 
und ein darauf zenommener consecutiver Punct als eben dieser Cnrya 
zurehörig, re werden. Die folgenden Pinctie bestimmen sich 
nun nach Obigem. 

3. 

Binire specielle Fälle der allgemeinen Auigabe haben bedeutendes 
technisches Interesse, und gestatten eine vollkommene Lösuns, Es seien 
nemlich die beiden Drehungsaxen parallel, so wird B = 0, und das Hy- 
perboloid a une nappe verwandelt sich in einen geraden Cvlinder von 


. hi = * % 
der Gleichung 


n \ n ?.@ - 2 4 m 
wry tr) 202 — a — 0. 
“ u \ 


7 a ta Eee 
Man sieht daraus, dafs dessen erzeugende gerade Linie ımmer mit der 
h en 7 I. nyn Io a2 Ye N os ER r 7 
Coordinatenaxe parallel ıst, und dafs er als Basıs einen Kreis hat, des- 
7. eo aa cn . B. BEER TEE NER NR 2 2 en BE. n i . 
sen Radius = + Gleichung I. verwandelt sich für B=0 in 
n“ — 2 


. yr . . 

— ay=0, oder y=0, woraus man EN: dafs die beiden seraden Li- 
. . . Se ei z } ’ . 
nıen, ın welchen die &, z Ebene den Cy! ‚der schneidet, und deren Glei- 


a 





chungen z = sind, den Bedingungen genügen. Dieses ist der Tall 


i+n 

. * a. ® 7 1 . ee N ir! FL « 7 = > 

der eylindrischen Räder, und je nachlem z eine ganze Zahl oder ein 
m . . 1 ® 1 ia re a 

Bruch ist, werden sich die beiden Cylinder, welche durch Umdrehung 


einer dieser Linien um beide Axen enistehen, entwode 


» 


infserlic} J N 
« stilicit [# er 


innerlich berihren. 


6. 
Für die conischen Räder ist @==0 und das ilyperboloid verwandelt 
sich in einen Kegel des zweiten Grades, der seinen Scheitel ım Anfanss- 
36 * 
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puncte der Coordinaten hat, und dessen Gleichung 
(y?-F 2°) n? — 2° — (zsinß—y cosß)’=0 
ist. Die Differentialgleichung I]. aber wird 
yy'+2z.)z+zxr = 0, 
welche sich ın die beiden Factoren z=0 und yy’+zz2’+x=0 zerfäl- 
len läfst. Dieser letzern entspricht die vollständige Integralgleichung 
y’+z°+x’=(' Aus z=0 sieht man, dafs der Schnitt des Kegels mit 


. . . Ben * 2 
der x, y Ebene zwei gerade Linien y=——,-_— giebt. Dreht man eine 
J cospa tr ° 


von ihnen um die beiden Drehungsaxen, so erhält man zwei Kegel, die 
sich äufserlich oder innerlich berühren, je nachdem z eine ganze Zahl 
oder ein Bruch ist. Diese Kegel dienen nun bekanntlich dazu, die sphä- 
risch -epieycloidischen Zähne darauf zu verzeichnen. Die Gleichung 
y°+ 2°-+ 2° = (0° zeigt, dafs der Schnitt jeder Kugel, die den Anfangs- 
punct der Coordinaten zum Mittelpunct hat, mit dem Kegel, dessen Gleı- 
chung (y°’-+ 2°) n’— 2°— (xsin® — ycosß)’ = 0, ebenfalls unsern Bedin- 
gungen genügt. Dreht man aber einen solchen Schnitt um beide Axen, 
so entsteht die Kugel selbst, weil jede Curve, welche auf der Oberfläche 
einer Kugel liegt, durch Drehung um irgend einen Radius, dieselbe ım 
Allgemeinen wieder erzeugt; die Axen sind aber in diesem Falle Radien 
der Kugel. 


27 
ii 


Diese beiden angeführten Fälle geben schon bekannte Resultate, 
aber wenn man annimmt, dafs die Winkelgeschwindigkeiten um beide 
Drehungsaxen gleich sind, so verwandelt sich für 2=1 die Gleichung 
des IHyperboloids a une nappe in die Gleichung eines parabolischen Hy- 
perboloids: 

Ysnß— sin’ + 2yzxsinßcosß-F202— u = 0. 

Auf dieser Oberfiäche finden sich zweı den beiden erzeugenden Sy- 

stemen angehörige gerade Linien, deren Gleichungen 


5 


’ 


a x sin 





IP — 
u 


2? Bess cost L? 
welche zugleich der Bedingungsgleichung 
yvy +2) —o)tgß +zrtsß—aey = 0 
genügen. — Dreht man daher eine dieser Linien um die beiden Dre- 
hungsaxen, so erhält man zwei gleiche, nur der Lage nach verschiedene 
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runde Hyperboloide ä& une nappe. Die Gleichung desjenigen, das sich 
auf der # Axe befindet, wird erhalten, wenn man in die allgemeine Form 
für runde Oberflächen auf der x Coordinatenaxe, 

yr2— Pa’ — rw), 





MM 
.. Csın D .. \ a . . 
für P()-; Tarp und für (x) setzt. Es ist dieselbe daher 
O5, 3 n. 


x? sin *? 


2 
2 2 ER | BEL... u 
Y ” " (cos$# + 1)° + 2. 


Aus der Duplicität des Coefücienten von x* ergiebt sich, dafs nur 


. ö > sin? a 
eine von den beiden Linien y= ——..7 auf dem runden Hyperboloid 
If u — 








liest, und dafs die andere durch Umdrehung um beide Drehungsaxen 
zwei andere erzeugt, welche ebenfalls unsern Bedingungen genügen. 
Man erhält die Meridiancurve, indem man in der Gleichung des 


runden Hyperboloids z= Null setzt. Dann erhält man 


4y? 4 sin #2? 
2 - — 1, 


a (cos A+1)*a 








u j os?-+1). 
also eine Hyperbel, deren grofse Axe @ und deren kleine ai — ist. 





Verzeichnet man daher eine solche Hyperbel, und dreht sie um die beı- 
den gegebenen Drehungsaxen, indem man dieselben als Richtungen der 
kleinen Axe der Ilyperbel, und die kürzeste Verbindungslinie beider, oder 
die z Coordinatenaxe, als Richtung der grofsen Axe betrachtet, so berüh- 
ren sich die dadurch entstandenen Hyperboloriden aA une nappe in einer 
geraden Linie, und es müssen sich deshalb, da die Linie überall gleiche 
Momente in Bezug auf beide Drehungsaxen hat, diese Hyperboloiden 
mit gleichen Winkelgeschwindigkeiten um ihre Axen drehen. 


S. 

Hiernach ıst man auch ım Stande, die Schraube ohne Ende zu con- 
struiren, und dıe Möglichkeit darzuthun, wie man beliebig viele Gewinde 
auf einmal zum Eingriff bringen kann. Es wird nemlich für diesen Fall 
ß=9%0°, und die Bedingungsgleichungen verwandeln sich in 

ay?4+ z’n’— (a — 2)’ — x’ = 0, 
(yy'+zz)(z—0o) +zx = 0. 
Hieraus erhält man durch Elimination von yy’ die Differentialgleichung 


(a—z)? z! u 
x == -, deren vollständiges Integral 





(a—z)—n’z 
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(9) ‚2; } I; ’n2 ii ! 4 „2Iln__/n? we em ee f»? Ee, . ) 
en lose — re] Fee] Tl —arPe—rrar)? +, 


z { 1 i , , rn» T a) In ın or ? ‘ a) 2 z x z e> 
die Gleichung der Projectionen aller die obigen Bedingungen erfüllen- 
den Curven auf der x, z Ebene giebt. 


( EEE u h a . . 
Setzt man Ü=x, so erhält man z=— Fi und durch Substitution 
71 
ı N bj 7 .. 
dieses \Yertbs ın dıe Gleichung des Hyperbolords, 
ai l -!- a - vl i —_ n*)* 
—--. _ III ı 
Fu a 


Dieses ı5t die Gleichung einer Hyperbel, welche parallel mit der x, y 
.Y 1 Nnt’ı, . 
Knene ıst, deren Mittelpunet ın der z Coordinatenaxe liegt, und deren 


Axen parallel mit den Drehungsaxen sind. 


ae nn ;+ | 
Dreht man dıese Hyperbel um die x Coordinatenaxe, welche zu- 


u‘ = = . } 
gleich eine der Drehungsaxen ist, so erhält man die Gleichung eines 
ru (it » H 1 ik ids 

2 4 .® er a®n“ Pre 
tr: —-; —- =60, 


k w (n* +1)? 


welches a une nappe ist, da die Constante immer negatıv ist. Die Me- 


Pr hLunasnhal ‚een!! ung 
rıdıan! Vperdei dessel! rn wıra: 
2 r >) y je | 
; a 4%8 r:/n -.- )2 ' 
_—- EEE — — ° 
a” Rn” a?n* 


Die Gleichung des andern Hyperboloids auf der zweiten Prehungs- 


i Y yYyy yvy] r a nz 
axe, deren Richtung mit der 7 Coordinatenaxe zusammenfällt, ıst 


«s 


c ar 
En ee — ll E f —— m 


55 I L, 
und dessen Meridianhvperbel 
u 2 2 4 > en) 
er (n?--1 2 
(mtl: (n2+1 
2 vr GEREHERER [3 
an“ a 
PR. I ;z m 0 Pa ? P_ ı > # = nr > 2. 7 RR er ı Re 
Man sıelit hieraus, dals bei der ersten Meridianl;yperbe ] die srofse 


Axe sich zur kleinen wie 2:1, und bei der zweiten ig ehrt verhält, 


7 > 1 u + (} se y " vn „1 u 2 Yf 
dafs auer beı beiuen HIie Zroisen AXen Strich SiIDG, Ulu di a kleiuen sich 
nn’ “ 


wie z:1 verhalten. 


. .. ı Pu E. i es 70 ic} an nn» 

Da sıch die beiden Hyperboloiden ım ganzen Bereich einer Ayper- 

u. \ .n e rn h un er F BN &) hn \ 413 ayın 

bel berühren, so können sie, u: der Duplieität der Schenkel, au« 


nıcht frei um ihre Äxen 


as 
nu 
r 
n.. 
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ne! 
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einen nur ein Stück Ph pi auf einer Seite der Y 2 Ebene, und 


c 
. . » = ei  y en 
von dem andern ein correspondirendes, das auf einer Seite der x, z Ebene 
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ZU 


& dieser beiden Oberflächen um ihre Axen 


nicht gelemmet, und sie werden dieselbe durch ihre Berührung in ei- 


liegt, so wird die freie Drehun 


nem Hyperbelbogen mit den gegebenen Winkelgeschwindigkeiten voll- 


strecken können. 


. 


Wir schreiten zum zweiten Theile der allgemeinen Aufgabe, nem- 
lich zur Verzeichnung der Erhöhungen und Vertiefungen, welche, zum 
wechselseitigen Eingriff, auf den sich berührenden Obertlächen ange- 
bracht werden müssen. Diese Oberllächen allgemein zu finden, ıst ım 
Obigen gezeigt, nur wenige specielle Fälle, die zum Glück aber die 
meiste practische Bedeutung haben, lassen elegante und leichte Uon- 
structionen Zu, und diese sınd namentlich für den Fall en Vınkel- 
geschwindigkeiten und für die Schraube ohne Ende interessant und neu. 
Der Gegenstand, womit wir uns zu beschäftigen haben, gestattet man- 
nichfache und wichtige statische und geometrische Untersuchungen , 
welche vorzüglich in Bezug auf die Schraube ohne Ende der Foige aus- 
führlicher vorbehalten bleiben; hier sollen blofs einige allgemeine Andeu- 
tungen folgen. 

Um den Standpunct zu bestimmen, von dem auszugehen, schliefsen 
wir uns wieder an bekannte Constructionen an. Der La Hireschen Ver- 


ra N 
zeichnung der Zähne läfst sich allgemeine Bedeutung geben, wenn man 


PP” 
{ 


annımmt, dafs sich &ie eine Axe um die andere dreht, und dann lüfst 
sich die Sberfläche construiren, welche die Berührungscurve erzeugt, in- 
dem sie sich gleichzeitig um beide Axen so dreht, dafs die Winke) 

schwindigkeiten sich umgekehrt verhalten, wie ihre respectiven Ab- 
stände von beiden Drehungsaxen. Der wechselseitige Eingriff wird durch 


Erliöhungen, die nach diesen, den gewöhnlichen epieycloidischen analo- 
gen Öberilächen geformt sind, wie bei cylindrischen und conischen Rä- 


dern vor sich gehen. Diese Met) ‚ode dürfte aber weren der Schwierig- 


keit der practischen Ausführung, im Allgemeinen zu verwerfen, un die 
Constructionsmethode von White vorzuziehen sein, welcher auf ceylin 
drischen und conischen Rädern, statt der epic ycloidischen Zähne, sich be- 


ee 1, Y a Fo ; ae I 1040 * 
rührende Schraubenlinten verzeichnet (Siehe dessen Abhandlunr 1812 in 


<) 


om 

Ca 
Ss 

k 

—d 

1% 

Pr. 

‘ 


4to und No. CCXAXVIL Febr. iS22 8.142 des Repertory of Arts 


nufactures etc.). 
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Für abwickelbare Oberflächen nennt man Schraubenlinien (h&lices) 
diejenigen, welche eine gerade Linie, auf der Abwickelungsebene ver- 
zeichnet, auf denselben bildet. Man kann daher auch diejenige Curve 
eine Schraubenlinie nennen, welche ein biegsamer unausdehnbarer Fa- 
den bildet, indem man ihn um irgend eine Oberfläche von beliebiger 
Natur wickelt. Legt man an allen Puncten einer solchen Schraubenli- 
nie Tansentenebenen zur Oberfläche, worauf sie sich befindet, so bilden 
diese Ebenen bekanntlich durch ıhre Schnitte eine abwickelbare Ober- 
fläche. Die Schraubenlinie wird alle gerade Linien, welche die abwik- 
kelbare Oberiläche formiren, unter gleichen Wınkeln durchschneiden, 
oder sie wird ihre Trajectorie sein, und dieses ist ihre allgemeine Cha- 
racteristik. Sie hat beiläufig noch die Figenschaft, dafs sie die kürzeste 
Verbindungslinie zwischen zweien ihrer Puncte ıst, und da dıe Krümmungs- 
linien eben dıese Eigenschaft haben, so folgt daraus, dafs man eben- 
s dieser letzten Curven auf der Oberfläche aus 


- 


falls einen Faden län; 


4 


spannen kann. 

Liegt man in irgend einem Puncte der Berührungscurve der beiden 
runden Oberflächen die gemeinschaftliche Tangentenebene, zieht aus die- 
sem Puncte eine beliebige Richtung, und spannt danach einen Faden auf 
beiden Oberflächen aus, so werden sich die dadurch gebildeten Schrau- 
benlinien immer in irgend einem Puncte der gemeinschaftlichen Curve 
berühren, wenn man die Oberflächen um ıhre Axen drelit. Diese wich- 
tige Eigenschaft ergiebt sich leicht aus dem aequiangulären Character 
der Schraubenlinien, und aus der Annahme, dafs dieselben die, als er- 
zeugend betrachtete Berührungscurve, auf beiden Oberflächen unter 
gleichen, den correspondirenden Puncten angemessenen Winkeln durch- 
schneiden. Man sieht leicht, dafs man beliebig viele parallele Schrau- 
benlinien auf beiden Oberflächen construiren kann, und dadurch in den 
Stand gesetzt wird, die Berührungspuncte zu vervielfältigen, welche ım- 
mer in der gemeinschaftlichen Berührungscurve liegen, so dafs, wenn 
man von dieser und von den Oberflächen überhaupt abstrahirt, und ein 
Netz solcher Schraubenlinien bildet, diese durch ihre Berührung eine 


Drehung um beide Axen veranlassen werden. 


Auf mannichfaltige Weise kann man nun nach diesen dirigiren- 
den Schraubenlinien die Erhöhungen und Vertiefungen des kräftigen Ein- 


griffs 
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sriffs wegen bilden; am zweckmäfsigsten aber wird es sein, wenn man 
dazu die krummen Oberflächen wählt, welche die auf den Schrauben- 
linien errichteten Normalen der Oberflächen bilden, sobald man ihnen 
keine bedeutende Höhe giebt. Diese werden, ım Fall man die Schrau- 
benlinien mit den Linien der gröfsten oder kleinsten Krümmung zusam- 
menfallen läfst, abwickelbar und lassen sehr leichte Constructionen zu. 

So kann man z. B. bei den runden Hyperboloiden, welche sich in 
einer geraden Linie berühren, auf dem einen als Schraubenlinien die 
geraden Linien wählen, welche die Berührungslinie durchschneiden und 
dem andern System der Erzeugung angehören; auf dem andern Hyper- 
boloid erhält man als Schraubenlinien doppelt gekrümmte Curven, wel- 
che durch die Richtung bestimmt werden, in welcher sich die geraden 
Linien auf dem ersten Hyperboloid durchschneiden. Dasselbe Verfahren 
kann bei den in einer Hyperbel sich berührenden runden Hyperboloiden 


angewendet werden. 


Potsdam, ım September 1827. 
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Aufgaben und Lehrsätze, 
erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 


Il. 
(Von Herrn N. H. Abel.) 


49, Ikosräme, Sı la somme de la serie infinie 
Fe Fr +0, +....+0,.%” +... 
est egale a zero pour toutes les valeurs de x entre deux limites reelles 
« et ß; on aura necessairement 
0,0, ,=0, ,=0....0,. 220... 
en vertu de ce que la somme de la serie s’evanouira pour une valeur 
quelconque de x, 
56. Probleme. En supposant la serie 
Jo)=«,tea° +," +.... 
convergente pour toute valeur positive, moindre que la quantıte posı- 
tive @; on propose de trouver la limite vers la quelle converge la valeur 
de la fonction /(x), en faisant converger x vers la limite «@. 
91. Theoreme. Sı l’equation difförentielle separee 


acoz COY 


Via - Bx-yx* +öx?-+ex*) pr V(ea+Py+ryr’+Ir?+:r?) e 


ol ©, ß, Y &, & @, sont des quantitds r&elles, est algebriquement integra- 











ble, ıl faut necessairement, que la quantite @ soit un nombre ratıionel. 
52. Probleme. Trouver une integrale algebrique des deux 


equations separdes: 








0ox.V3 OY 
vetsrtz) — VE -37?77%)’ 

n 2 n 

0ox.V3 nen oYy 








Vi+a?+2) — Vi—-a®+x®)' 


ee, 


a ® 


(Vöon Herrn Th. Clausen zu Altona.) 


53. Aufgabe. Wenn e die Basis der hyperbolischen Logarith- 


men, m den halben Kreisumfang, und z eine positive oder negative ganze 














Aufgaben und Lehrsätze. 287 


U) 


Zahl bedeuten, so ist bekanntlich e"/"=1, et""Y="—e; tolglich auch 
a" Be aan. Su . ..: 
er” y-ı —e—.t" ıy -ı Ant? Da aber et y a8 ıst, so W urde dar- 


4n?yzı? 


aus folgen: e = 1, welches absurd ıst. Nachzuweisen, wo in der 


Herleitung dieses Resultä’s getehlt ıst. 


u 
(Von Herrn J. Steiner.) 

54. Lehrsatz. „Sind irgend zwei in einer Ebene lie- 
sende Dreiecke so beschaffen, dafs, wenn aus den Ecken des 
einen auf die Seiten des anderen, inirgend einer Ordnung 
genommen, JWothe gefället werden, dafs alsdann diese drei 
Lothe einander in irgend einem Puncte treffen, so treffen 
auch diejenigen drei Lothe, welche ın entsprechender Ord-, 
nung, aus den Ecken des zweiten Dreiecks auf die Seiten 
des ersteren gefället werden, einander allemal in irgend ei- 
nem Punct.” Oder: 

l) ,„Fället man aus einem willkürlichen Punct I (Fig. 5.) ın der 
Ebene eines Dreiecks ABC auf die Seiten des letzteren Lothe Da, DL, 
ce, nımmt ın diesen Lothen drei beliebige Puncte «, b, ce, als Ecken 
eines anderen Dreiecks abc an, und tället auf dessen Seiten aus den 
Ecken des gegebenen Dreiecks, ın gehöriger Ordnung genommen, Lotlie 
Ad, Bd, Cd, so treffen diese einander allemal in irgend einem Puncte 
d.” Und ferner: 

II) „Nimmt man ähnlıcherweise ein drittes Dreieck a,b,e, an, 
dessen Ecken in den nemlichen drei ersteren Lothen. liegen, so wird 
demselben auf gleiche Weise ein Punct d, entsprechen (l.), und alsdann 
liegen die drei Durchschnittspuncte der drei Paar entsprehender Seiten 
des zweiten und dritten Dreiecks, d. h., die Durchschnittspuncte «&, ß, Yy 
der Seıtenpaare be und d,c,, ce und c,a,, ab und a,d,, allemal ın ır- 
gend einer Geraden aßYy; und 

Ill) diese Gerade «ßy ist allemal zu derjenigen Geraden dd,, wel 
che durch die beiden genannten Puncte d, d, geht, senkrecht.” 


9%. Leehrsatz. „Haben irgend zweı sphärische Drei- 


ecke, dıe in einerlei Kugelfläche liegen, solche gegenseı- 


tige Lage, dafs, wenn man aus den Ecken des einen auf die 
37* 
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Seiten des anderen, in irgend einer Ordnung genommen, 
I,othe fället, dafs alsdann diese Lothe einander in einem 
Punct treffen, so treffen allemal auch diejenigen drei lothe, 
welche man ın entsprechender Ordnung, aus den Ecken des 
zweiten Dreiecks auf die Seiten des ersteren fället, einan- 
der in irgend einem Punct.” Oder: 

l) „Fället man aus einem willkürlichen Punct D der Kugelfläche, 
auf die Seiten BC, CA, AB eines gegebenen sphärischen Dreiecks ABC, 
sphärische Lothe Da, Dd, Dec, nimmt in diesen Lothen drei beliebige 
Puncte a, b, ce als Ecken eines zweiten sphärischen Dreiecks abc an, 
und fället auf dessen Seiten dc, ca, ab, aus den Ecken des ersteren Drei- 
ecks, ın gehöriger Ordnung genommen, sphärische Lothe Ad, Bd, Cd, 
so treffen diese einander allemal in irgend einem Puncte d.” Und ferner: 

Il) „Einem dritten sphärischen Dreieck a,b,c,, dessen Ecken ın den 
nemlichen drei ersteren Lothen Daa,, Dbb,, Dec, angenommen werden, 
wird ähnlicherweise ein Punct d, entsprechen, und alsdann liegen die 
drei Durchschnittspuncte &, ß, y, der drei Paar einander entsprechender 
Seiten, nemlich der Seiten-Paare be und d,c,, ca und c,a,, ab und a,b,. 
des zweiten und dritten Dreiecks, allemal in irgend einem Hauptkreise 
aßy; und 

Ill) dieser Hauptkreis «ßy steht allemal auf demjenigen Hauptkreise 
dd,, welcher durch die beiden genannten Puncte d, d, geht, senkrecht.” 

56. Lehrsatz. „Haben irgend zwei (irregnlaire) Tetra@der 
solche gegenseitige Lage, dafs, wenn aus den Ecken des ei- 
nen auf die Seitenebenen des anderen, in irgend einer Ord- 
nung genommen, Lothe gefället werden, dafs alsdann diese 
vier Lothe einander in einem Punct treffen, so treffen alle- 
mal auch diejenigen vierLothe, welche man ın entsprechen- 
Ordnung, aus den Ecken des zweiten Tetra&ders auf die Seı- 
tenebenen des ersteren fället, einander in irgend einem 
Punct.” Oder: 

]) „Fället man aus einem willkürlich angenommenen Punct Z auf 
die Seitenebenen BCD, CDA, DAB, ABC eines gegebenen Tetra@ders 
ABCD Lothe Ea, Eb, Ec, Ed, nimmt in diesen Lothen vier beliebige 
Puncte @, b, c, d, als Ecken eines zweiten Tetra&ders abed an, und fäl- 
let auf dessen Seitenebenen ded, eda, dab, abc aus den Ecken 4,B,C, D 
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des ersteren Tetraeders, Lothe fe, Be, Ce, De, so treffen dıese einander 
allemal ın irgend einem Puncte e.” Und ferner: 

Il) „Nimmt man in den vier ersteren Loothen ähnlicherweise vier 
andere Puncte «@,, b,, c,, d,, als Ecken eines dritten Tetraeders an, so 
wird diesem ın gleicher Beziehung ein Punct e, entsprechen; und alsdann 
liegen die vier Durchschnittslinien &, ß, Y, © der vier Paar einander 
entsprechender Seitenebenen des zweiten und dritten Tetra@ders, nem- 
lich die Durchschnittslinien der vier Paar Seitenebenen bed und b,c,d., 
cda und c,d,a,, dab und d,a,b,, abc und a,b,c,, allemal in irgend eı- 
ner Ebene «ßyö *); und 

III) diese Ebene «ßyd steht allemal auf derjenigen Geraden ee,, 
welche durch die beiden genannten Puncte e, e, geht, senkrecht.” 

57. Lehrsatz. „Es seı irgend ein unregelmäfsiges Vieleck so 
beschaffen, dafs sowohl ein Kreis in, als ein anderer Kreis um dasselbe 
beschrieben werden kann. Werden die Radien der Kreise durch r, A, 
und der Abstand ihrer Mittelpuncte von einander durch «& bezeichnet, so 
hat man 
J. für ein Dreieck: R’— a’ = 2rR (Siehe 3. Aufgabe, S. 96), 

II. für ein Viereck: 1) (P’—a?)” = 27”(R’-+a°), oder 
2) (R+r-+a) (R+r—a) (R—r-+a) (R—r—a) = r®, 
III. für ein Fünfeck: r(R—a)=(R-+a).y (R—r+e)(R—r—a)] 
+ (k+e).y|R—r—a).2R|, 
VI. für ein Sechseck: 3(R— a?) =4r’(R’+ a’) (R®— a?) + 16 ro? R®. 
V. für ein Achteck: 
sr] Rr—ay—r(R+a?)] |(R+0°) (R—o°) + Arta’R?] — SraR(R’—a*)°] 
—= |(R?—.e”)'— 4rta® R°]*” 

98. Lehrsatz. Wenn irgend ein sphärisches Viereck so be- 
schaffen ıst, dafs sowohl ein Kreis ın, als ein anderer Kreis um das- 
selbe beschrieben werden kann, so hat man, wenn die sphärischen Ra- 
dien der beiden Kreise durch r, R und der sphärische Abstand ihrer 
Pole von einander durch « bezeichnet werden, folgende Gleichung:” 

1) [cos(r + «)’— cos R?] [cos (r — a)’ — cos R*] = sinr*.cosR*, oder 
2) sin(R+r-+a) sin (R+r—.e) sın (AR—r-+a) sin (R—r—.a) = sinr'.cos R'. 

59. Lehrsatz. Man stelle sich im Raume eine Ebene ZB (Fıg. 4.) 

und irgend eine Kugel 2 vor. Der Radius dieser Kugel soll durch r, 





*) Siehe Band I. S. 38. dieses Journals. 
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und das Loth 2.4, aus ihrem Mittelpunct auf dıe Ebene, durch A be- 
zeichnet werden. Ferner seı 72, ırgend eine Kugel, welche die Ebene 
und jene Kugel änfserlich berührt, so sind alsdann unzählige Kugeln 
denkbar, welche die Ebene und die beiden Kugeln zz, m, zugleich berüh- 
ren, wie z. DB. dıe Kugeln x, #,. Man denke sich nun eine Reihe sol- 
cher Kugeln , #2, Ka+---%x, welche einander der Ordnung nach berüh- 
ren, und deren Anfangsglied u, an beliebiger Stelle angenommen ist, 
so ıst es möglich, dafs, wenn diese Reihe im Ring herum fortgesetzt 
wird, bıs man zu dem Anfangsgliede », zurückkömmt, dafs alsdann die 
letzte Kugel nıcht nur die vorletzte, sondern zugleich auch die erste u, 
berührt; und zwar hängt dieses Eintreffen lediglich von dem Verhältnifs 
der beiden Gröfsen r, A zu einander, und durchaus nicht von der Gröfse 
und Lage der Kugel z,, noch von der Lage des Anfangsglieds u, der 
Reiheab. Nemlich dıe erste Kugel x, der genannten Reihe wird allemalvon: 


I. der dritten #, berührt, wenn: A=5r, 
il. - vıerten u, - - Re 3r, 
ll. - fünften u; - - "—4hr—16r? = 0, 
IV. - sechsten «, - - Amp, 
V. - achten - - "—b6hrtrt 0, 
ze 7 


60. Liehrsatz. „Wenn von irgend vier Kugeln je zweı einan- 
der äufserlich berühren, so giebt es allemal zwei bestimmte andere Kır- 
geln 777, M, von denen jede jene vier berührt, und zwar berührt entweder 
@) jede dıeselben äufserlich, oder 2) die eine berührt dieselben äufserlich 
und die andere einschliefsend. Werden die Radien dieser beiden Kugeln 
m, M durch r, Z, und der Abstand ihrer Mittelpuncte von einander durch 
a bezeichnet, so hat man allemal: 

a) 0° R-+-r-+1orR, oder 
PB) R’+r— ı10rR” 

61. Lehrsatz. „Sind 7, R die Radıen und «@ der Abstand der 

Mittelpuncte zweier ineinander liegender Kugeln 2, M, und findet zwi- 


Il 


schen jenen drei Gröfsen die Gleichung 

® = RL r—6rR 
Statt, so lassen sich in dem Raume zwischen den beiden Kugelflächen, 
auf willkürliche Weise, 6 andere Kugeln so beschreiben, dafs jede 4 der 
übrigen und zugleich jene beiden Kugeln zn, M berührt; d. h., denkt 
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man sich an irgend einer Stelle in dem genannten Zwischenraum eine 
Kugel u, welche die Kugeln »2, M berührt, so lassen sich um dieselbe 
herum, auf willkürliche Weise, vier andere Kugeln 1, %;, Kı> K; legen, 


die einander der Ordnung nach berühren, und von denen jede dıe drei 


S 
ersteren Kugeln 72, M, », berührt, und alsdann ist allemal noch eine andere 
Kugel x, möglich, welche die sechs Kugeln m, M, u, &, &, 4%; berührt.” 

62. Lehrsatz. „Sind auf einer Kugelfläche eine beliebige An- 
zahl willkürlich liegende Puncte 4, B, © ..... gegeben, und es soll 
auf derselben ein anderer Punct ? so bestimmt werden, dafs, wenn man 
die Cosinusse der Hauptkreisbogen AP, BP, CP, ....., welche diesen 
Punet mit jenen Puncten verbinden, respective mit gegebenen Zahlen a, 
b, €, ..... multiplicirt, die Summe dieser Producte einer gegebenen 
Gröfse K gleich sei, also dafs 

a.cos AP+b.cosBP-+c.cosOP4.....=K 
sei, so ist der Ort des Puncts P allemal die Peripherie irgend eines Kreı- 
ses. Wird die Gröfse X kleiner oder gröfser angenommen, wäh- 
rend die Puncte 4, B, C,.... fix und die Zahlen a, db, c,.... con- 
stant bleiben, so bleibt auch der Pol des Ortskreises unveränderlich, d. 
h., die verschiedenen Ortskreise, die dadurch entstehen, sind alsdann alle 
mit einander parallel.” 

63. Lehrsatz. „Sind im Raume irgend eine Anzahl z beliebiger 
Puncte gegeben, und man ordnet dieselben auf willkürliche Weise, zieht 
sodann aus dem ersten nach dem zweiten die Gerade 4; aus der Mitte 
der A nach dem dritten Punct, die Gerade Z; aus dem Punct, welcher 
von der Geraden 2, von ihrem Anfange an gerechnet, das erste Drittel 
abschneidet, nach dem vierten Punct, die Gerade C,; aus dem Punct, 
welcher von C das erste Viertel abschneidet, nach dem fünften Punct, 
die Gerade D; aus dem Punct, welcher von D das erste Fünftel ab- 
schneidet, nach dem sechsten Punct, die Gerade E, u. s. w.; multiph- 
cırt hierauf dıe Quadrate der genannten Geraden, nach der Ordnung, mit 


n—1 


den Brüchen 3, 3, 3, #, $, ....., ——, so hat die Summe aller dieser 
n 


Producte, nemlich die Summe 

14 2 7? 3m? 4 N? s m? n—1 2 

A +3B 3C +:D +-3E +....17L 
allemal einerlei Gröfse, in welcher beliebigen Ordnung man auch die 
gegebenen Puncte aufeinander folgen läfst.” 
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- 


64. Lehrsatz. „Sind @, b, ec, d die Seiten, und e, f die Diagona- 
len eines sphärischen Vierecks, und ist & derjenige Hauptkreisbogen, 
welcher die Mitten der beiden Diagonalen verbindet, so ist allemal: 

cosa+cosb +cose + cosd = 2.cos}e.coszf. cosg.” 
(Beim geradlinigen Viereck hat man bekanntlich die entsprechende 


Gleichung 
+++ d—= ee +f’+ Lg”) 

65. Lehrsatz. „Sind im Raume irgend zwei fixe Gerade gege- 
ben, und läfst man zwei Ebenen, welche zu einander senkrecht sind, 
sıch so bewegen, dafs jede fortwährend durch eine jener Geraden geht, 
so beschreibt die Durchschnittslinie der beiden Ebenen ein einfaches 
Hyperboloid, in welchem zugleich auch jene beiden Geraden liegen, 
und welches von jeder Ebene, die zu einer dieser Geraden 
senkrecht ıst, in einem Kreise geschnitten wird.” 


4. 
(Von Anderen.) 

66. Aufgabe I. Beliebige Puncte in einer und derselben Fibene, 
in beliebiger Zahl z, werden zu zweien immer durch gerade Linien so 
verbunden werden können, dafs sich die verbindenden Linien nicht 
schneiden. Es fragt sıch, auf wıevielerlei Arten diese Verbindung mög- 
lich sei, ob die Zahl der verbindenden Linien verschieden, und welche 
die gröfste und welche die kleinste Zahl seı. 

II. Beliebige Puncte im Raume, in beliebiger Zahl z, werden zu 
zweien immer durch gerade Linien, und zu dreien durch Ebenen so ver- 
bunden werden können, dafs :sıch die verbindenden Linien und Ebenen 
nicht schneiden. Es fragt sıch, auf wievielerlei Arten diese Verbindung 
möglich sei, ob die Zahl der verbindenden Linien und Ebenen verschie- 
den, und welche die gröiste und welche die kleinste Zahl sei. 
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3 1 I ci s 22 r 
Frottement des vis ei des ecroux. 
Extrait des legons de Mecanique appliqude aux machines, faites en 1825 ei 1826, a l’cole speciale 


de V’artillerie et du genie a Metz. *) 


(Par Mr. J. V. Poncelet.) 





v 
it (Fig. 1. Tab. IV.) MM’ Taxe d’une vis a Dlets trıangulaıres, supposce 
verlicale et fıxe, l’&crou seul &lant mobile; soit ZF] un Clöment helicoide 
quelconque du &ilet de cette vis compris entre deux cylındres concentriques 
alaxe, AB la tangente en un point quelconque / de cet element, HU la 
göncratrice correspondante, enfin f#’ une verticale parallele a laxe 2.4’, 
soient BÜ4‘ les points de renconire de ces trois droites avec un plan ho- 
rizontal quelcongne, S’D, 4'C, projections de SB et ZC sur ce plan, se- 
ront les directions respectives de la tangente et du rayon au point 4’ du 
cercle de base du ceylindre, qui contient Yhelice AZ, et le plan .fBC sera 
le plan tangent en dä la surface du Gilet de vis. Si nous abaissons du 
point 2° Ja perpendiculaire #’O sur ce plan, puisque nous tracions les 
droites JUE, BOT, les angles £'AE, O34' seront les angles formös par 
la verticale 44° et Phorizontale £’B ou Zp avec le plan tangent BC. 
Cela posc, nommons 
PR ELITE ET ET FI IT TE 
VE EEE DEE RE NEE TI FR 
Vangle AP, ou Vinclinaison donnde de la tangente #D sur la verticale «, 
langle donne C./4 de V'ıinclinaison de la gencratrice MAC surla verticale 2, 





*) Diese und die folgende Abhandlung No. 28, aus der Feder des berühmten Verfassers des 
classischen WVerks: Traite des proprietes projeetives des figures, und vieler anderen wertihvollen 
Abhandlungen, sind von demselben dem Herausgeber dieses Journals handschriftlich mitgetheilt wor- 
den und erscheinen bier zum erstenmale gedruckt, 

Auch hat der Herr Verfasser die Güte gehabt, dem Herausgeber des Journals ein so eben im 
Druck erschienenes „Memoire sur les roues hydrauliques @ aubes courbes, mues par dessous; 
suivi d’experiences sur les e/fets mecaniques de ces roues, par M. Poncelet, @ Metz chez Thiel, 
1827,” mitzutheilen. Diese Schrift ist von grofsem Interesse für die Theorie und die Verbesserung 


der unterschlächtigen Wasserräder, und also der Aufmerksamkeit der Maschinisten angelegentlich 


zu empfehlen, 


CGrelle's Journal. II. Bd. 4. Tift, 38 
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le rayon 4'M’ du cylindre de Ihelice AH . . x 2. 2. 2 2.2.2 
le pas commun ä tous les filets de vis. » » 2 2 2 2 ee. ch 
la charge totale supportde par ces filets parallelement a laxe. . . L, 
la puissance horizontale qui fait equilibre a Q et au frottement, a Vex- 
tremite du bras de levier quelcongque R.. . 2.2... P. 


La surface superieure des filets de vis, embrasses par l’&crou sup- 


portant la pression verticale Q, 


bude unıformement sur tous les points de cette surface, de facon que 


on pourra supposer cette charge distri- 


chacun des elemens superficiels en supportera une portion determinde par 
l’etendue de la projection horizontale. D’apres cela la pression verticale 
supportee par le filet de vis &el&mentaire AH, que je nomme 9, sera pro- 
portionnelle (= etant le rapport de la circonference du cercle a son dia- 
metre) a la surface 2#rör de la projection horizontale de ce filet; v'est- 
a-dire qu’on aura, Ö etant la projection horizontale de la surface entiere 
du filet de la vıs, 
S:Q =2rrory = -— 
Ainsi, a une portion infiniment petite de S, comprise entre deux rayons 
consecutifs formant un angle ©, repondra une pression verticale elcmen- 
0 


, ra 
taıre 0. —— 
360°? 


/ que nous reprösenterons par 09. 


Chacune de ces pressions verticales donnera lıeu ä une pression 
on, normale a la surface de la vis, qui tendra ä faire tourner et glisser 
cette vis autour et le long de son axe, mais qui sera detruite par la ri- 
giditG de cette m&me vis; A son tour, cette pression normale Or fera 
naitre un frottement [Or, dirige suivant Vhelice /M, c’est-a-dire tan- 
gentiellement ä cette helice suivant ZD; ce frottement s’opposera A lac- 
tion de la puissance horizontale P. Cela pose, cherchons d’abord pour le 
[let elömentaire A/T la force horizontale /p ou p necessaire A appi- 
quer A VextremitE du rayon /G, pour maintenir toutes les forces dy 


et /@n en &qwlıbre. 

Pour cela supprimons la vis en conservant son axe, et remplacons 
les pressions normales © souffertes par cette vis, par des forces &gales 
et dirigces en sens contraire contre lecrou; ce dernier pourra alors ätre 
consider comme un corps libre assujetti seulement a tourner en glıs- 


sant le long de laxe MM’ de la vis, et qui devra £tre en equilibre sous 
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Vaction de toutes les forces @l&mentaires 09, dp, On, fon. Orilest ne- 
cessaire et il sufit, comme on sait, qu’en decomposant chacune de ces 
forces en deux autres, lune verticale ou parallele a l’axe, l’autre hori- 


zontale ou situce dans un plan perpendiculaire a cet axe: 

1) la somme algebrique de toutes les composantes paralleles a l’axe 
soit egale & zero; 

2) la somme des momens des composantes horizontales, qui ten- 
dent & faire tourner lecrou autour de laxe dans un sens, soit egale A 
celle des momens des m&mes composantes, qui tendent ä le faire tour- 
ner en sens contraire. Mais comme cette derniere &Egalıte seroit assez 
difficile A etablir, nous pourrons luı substituer celle, qui resulte du prin- 


cipe des vitesses virtuelles, et qui exprime les conditions d’&quilibre ordi- 





naıres de l’ecrou autour de la vıs, 


Les composantes verticales des forces ©g, En, fOn sont evidemment 
9, dNcos AA'O=Önsina, fOncosBAA’=fEncosa; donc on a, en 
observant, que Oz agit en sens contraire de dg, et le signe 3 indiquant 
d’ailleurs la somme des quantıtes de m&me espece: 

Z09 —Zonsina + Zfncosa=0, ou 9—nsina+ /ncose—0, 
puisque & et @ sont constantes pour toutes les forces On et dg. 

Le principe des vitesses virtuelles donne encore pour les conditions 
de l’equilibre autour de la vis, en considerant le mouvement dans un 


tour entier: 


p:2rr = oh+-fnyW®+4ar), 
car Y(h+4n°’r?) est le developpement du filet 4H, pris pour une r£- 
volution entiere de l’&ecrou; c’est le chemin parcouru par le point d’ap- 
plication / du frottement, pendant que l’ecrou ou ce point seleve de A. 


‚ 1 u 
La tangente de langle 45.4’ etant rt on a evidemment 


h 
— ‘ — =” 
cosa = csAd’AB = Vertien) 





reste a trouver sın&. 
Les triangles OBA', OAA’ rectangles en O, donnent respectivement: 
A0= A’Bsinß, AO = AA'sine; 
or, dans le triangle B 44’ rectangle en 4’, on a #B=4AA'tange; donc 
A'Bsnß = 44' tange sinß= 44'sina, et par consequent 
sin@ = tanga sınß. 


35* 








> 
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Mais a cause des triangles A’BJ, AAS'I rectangles en 4’ et /, on 


a aussı 








„AI AAS' sin sin b 
tangß = = = - 
A'B AA tanga langa 
done enfin 
sındb hsinb 








sın 3 = wi r 
| — Yin? b-+-tang? a) — Yırsinb 4 
et 
2rstrsinb 


Vor sin®b tin: 


Substituant las valeurs de cos et de sin dans les dquations d’equi- 





sin = tangasın = 


lıbre, on en deduira tous calculs faits 
FE hsinbV (h? + An?r? )+2rrfV h? Ze 
PF7 ar sindbV(h?+4n%ı 2) — nfYV(n? sin®b+-47% 1 


TLıa puissance horizontale P agissant avec le bras de AEPR ne: 








devant maintenir en &quilibre toutes les puissances partielles p, quı re- 








pondent aux diflerens filets de vis, on aura &dvidemment a cause de 
2nrdr 
PR Eur o:” Hd hsinbV (h? ® An? r?)+-2 ar fV (h?sm?b4-4a?r*) . 
Am Zpr=ß — Irfdar —— 
/ “ 2arsinbV (h° 4n: r?)—hf/V (h° sin®b+-4n?r?)? 


dans la er. ıl faut attribuer a f un signe contraire a celui qu'il a, 
lorsque c’est la charge Q ami est sur le point d’entrainer la force P. 
Cette formule est due a Mr. le Professeur Persy, quı Ta obte- 
nue par une marche purement analytıque, differente de celle, que nous 
avons mise en usage; on peut voir dans la nouvelle architecture 
hydraulique de Mr. Prony une formule de la m&me espece et qui, 
bien que moins rigoureuse dans le fond, conduit cependant A des resul- 
tats peu diflerents dans le cas des applications ordınaires. Malheureuse- 
nent la formule de Mr. Persy n'est pas integrable: mais le fut-elle, 
on ne gagneroit pas beaucoup A en rechercher l’expression finie, a cause 


de la complication, qui empecheroit toujours de V’appliguer A la pratigne. 
d L 





On doit ici se borner A une approximation; or sı l’on met la frac- 
tıon comprise sous le signe d’integration, sous cette forıne: 
h 


Yry (MH+- ae en ;) BD GET DE N Te 3 , tr cot? a) 
/ h? h / 1 h | j TE u 
| (1 Ar: =) ee 57V um u V (1-Hcot? a) — col af l + col «) 


sın? b 














et qu’on la developpe en serie par rapport A cota, qui est necessairement 
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une quantit@ tres petite, ıl viendra, en remettant pour cot@ sa valeur, 

et intdgrant ensuite (pour obtenir PR) depuis r=r‘ jusqwa r=r‘, rayons 
‚y° \ . 2) 2 

des helices extremes du filet de vis, observant enfin ge S=r(r—r”), 


PR — kön + B2 nah ee C „uEn 4 etc, 


dans la quelle on a 











B= Er AR SE 3f(sind+ —.). 


sin? sin b sın? b sınb 


La serie a ete aaa beaucoup plus loin, mais elle est tellement 





convergente dans les cas ordinaires de pratique, quwıl suffira toujours de 
s’arröter aux deux premiers termes en / et B, ensorte qu’on aura sım- 
plement, en multipliant tout par 2, 


are Na TI, 


sin?b‘ an} tr‘ 
r/? -r/ ri rt? ’ 
On remargquera que % 4 Zu + est le bras de levier moyen de la 
r A 


- orig du filet de la vis, dont la surface est 5 ou 











a (r'—r’‘”); de sorte que l’&quation ci-dessus exprime les conditions d’c- 


2 
quilibre de FAR en le supposant charge du poids 9 Fe et son 


sın bh‘ 
frottement sur le flet de la vis remplace par celui de la zöne qui est la pro- 
jection horizontale de la surface des filets, supposde pressce verticalement 


. 1 . 0 A ri 
par le poids —— donnant lieu au frottement f——, qui agıt A lextrc- 


sind sinb? 
mite du bras de levier moyen de cette zöne. 

Dans tous les cas, il sera suffisamment exact pour la pratique, de cal- 
culer le frottement de la vis en supposant que le filet se reduise au hılet 
moyen, c’est-A-dire par la formule 

P hsinbV (h HA” r)-IarfV (n?sindb+4n°ı 

R= (Ur 
© 2arsindoV (h?+F472?r?)—nfV (n®sin®b+472ı 








> 


I 
-, dans 





qu’on obtient sur le champ, en remplacant g par (, et p par 


la formule en p et g trouvde cı-dessus. 

En efiet, en developpant cette expression en serie et comparant avec 
expression rigoureuse de AP, on trouve que pour les donndes les plus 
ordinaires, la difference de RP ne s’eleve qu’a 0,001. Ph environ, lors 


„4 


. 7 i as , ..- 
möme que lon prend r = —,—; lerreur seroit moindre encore sı l’on 


— 


prenoit 
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r ri? + r/ rl! + ru? 





r=?3. FL 2 
ou le bras de levier moyen de la projection horizontale du filet. Or, si 
l’on divise les deux termes de la fraction ci-dessus par 2rr.sind, pour 
la mettre sous la forme 


BE 5 Vlt+ er) nt =) 
Pı . \ ’ 
Vet) uer7 Vs 35 1 4a er -=) 


2 


‚ . h Pe. . 
on pourra negliger le terme „-;—; vis-A-vis de 1 et de —;,, ce quı 


r? 














donne la formule tres simple 

















h # 
Fr hsinb-?rrf 
oO u . Ba 
2aRP= ae ; 7. 2= nude 0, 
Ir sinb 


qui devient identiqgue & celle que Von connoit deja pour la vis & filets 
carres, en remplacant Z_ par f, ou en y faisant sind=1, c’est-&-dire 


b’== 200°. 
En faisant Ja möme supposition dans la formule approximative trouvee 


ci-dessus pour la vis a filets triangulaires, et designant par r la valeur 








r'? ri! „44? 
r 7 . . „r 
> Shin a rayon moyen de la surface du filet, ıl viendra pour l’e- 
r Fer: 
quation d’equilibre de la vis ä filets carrds eu egard au frottement de l’Ecrou: 
OrkP = (O+f’O)h +fO.arr; 
en la comparant avec celle d’ou elle provient, ei supposant les grandeurs 
de R, r, f, h et O les müömes de part et d’autre, on en conclut, que la 
valeur, quelle donne pour la puissance ?, est necessairement moindre de 


wiD 


toute la quantite 


Of (.— ae 1) Hrn 1); 


laquelle etant essentiellement positive exprime lexces de resistance oc- 
casionnde par la surface des filets triangulaires sur celles des ülets car- 








res, supposde dans les mömes circonstances. 

Pour nous former des idee3 plus exactes des valeurs absolues et re- 
latıves de la rösistance de ces deux genres de vis, nous introduirons dans 
leur expression des suppositions conformes A ce qui est pratique par les 
bons constructeurs, et qu'il nous seroit facile de justifier d’une maniere 


directe: conservant toutes les d&enominations pr&cedentes et ne consıd«- 
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rant que le cas d’un filet de vis simple, on aura pour la vis ä filets carres 
r ih, r'z=9%, r=4ih, 
et pour la vis ä filets triangulaires, en supposant le triangle generateur 
equilateral: ’ 
1 
Pu * AFOS U AG/ — ! 39 = _——_ oo An 
ra=2, 5398, r 3,4647, r=3,032h, m mwW3 1,155 


Supposant l’&crou en cuivre et la vis en fer, nous pourrons prendre 
d’apres les experiences de Coulomb: f= 0,17, ce qui se rapporte au cas 
ou les surfaces ont longtems frotte, et se sont polies, en restant onctueu- 
ses, on aura pour la vıs A filets carres: 

2nRP=OPh+1,WOhR=Y,IMLN, 
et pour la vis a filets triangnlaires: 

orRP= Oh - 3,780 — 4,780. 
On auroit sans frottement 27RP = Ph; ainsı la resistance, dans la vis 
a filets triangulaires est presque double de ce quelle est dans la vis ä 
filets carres. On voit aussi, que par suite de cette m&me resistance, 
la puissance doit &tre, pour cette derniere vis, pres de troıs foıs ce qu’elle 
seroit, sı le frottement n’avoit pas lieu, et pres de cing fois pour la vis 
a filets triangulaires: ces resultats d’une utilite pratique nous parraissent 


tres dıgnes d’ötre remarquds des constructeurs de machines. 


Pour en finir sur ce sujet, nous remarquerons que les consid£ra- 
tions, qui precedent, sont uniquement relatives ä l’bypothese, ou la puis- 
sance PP seroit destince a faire monter () le long de la vis; sı elle de- 
voit, au contraire, le faire descendre, il faudroit sımplement supposer, 
dans les divers &quations trouvees, P ou () negatifs ainsi que f. En y 
faisant de plus P=0, on auroit la relation necessaire pour exprimer 
que la charge Q est sur le point d’entrainer la vis sans lintermediaire 
d’aucune autre pnissance, et cette relation seroit, comme on voit, inde- 
pendante de). Il arrive souvent, que cette circonstance a lieu pour les 
vis a filets carr&s doubles, triples etc., telles que celles des balancıers a 
decouper ou ä frapper la monnoie: quelque fois aussi, quoique la rela- 
tion soit loin d’ätre satisfaite, il arrıve que les secousses Eprouvees par la 
machine ou ıl entre des vis servant ä lier les diverses parties, font de- 
serrer les ecroux; on loppose alors A cet effet en plagant deux ecroux 
Yun sur lautre, ou en mettant directement obstacle au mouvement de 


l’ecrou par un moyen quelconque. 
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Nous n’avons tenu compte dans ce qui pr&cede, que du seul frottement 
occasıonne par la surlace de hilets de vis; mais ce frottement est necessaire- 
ment accompagne d'un ou de plusieurs autres, agissant sur Ja vis ou sur V&- 
erou et dont la resistance est presque toujours comparable a celle du premier. 

Sı la vis en tournant, frottoit inferieurement contre une crapauldine, 
que eg fut le rayon du pivot qui frotte, Q’ la charge totale supportee par 
ce pıivot, et qui, lorsque la vis est verticale, se compose de (+ le poids 
de la vis ou de l’&crou, on en tiendroit compte &videmment en ajoutant A 
la valeur de P trouvde precedemment, celle de 2. 2:0 expression dans 


la quelle 3: 


ze est le rayon moyen du pivot. 

Le frottement des pivots est toujours tr&s faible par rapport a ce- 
lu des filets de vis, et Ton peut, en general, se dispenser d’en tenir 
conıpte: mais ıl n’en est plus de m@me du cas ou la tete de la vis frotte 
contre des epaulemens, et surtont de celui ou l&crou tourne en frottant 
sur une platine ou sur une bande circulaire en saillie, comme cela a lieu 
daus la manoeuvre des grandes vannes decluses etc., en nommant tou- 
jours 2 le rayon moyen de la partie quı frotte, (0° la charge, la valeur 
a ajouter A la puissance P, et qui fait equilibre au frottement de lepau- 
lement, sera --/@. En general on voit que dans le calcul des condi- 
tions düqutlibre de la vis, ıl sera facile de tenir compte des divers {rol- 
temens '); on reconnoitra anssi quels sont ceux de ces frotiemens dont il 
importe de diminuer Jinfluence le plus possible par des dispositions bien 
entendues: par exemple on evitera aultant que possible le frottement des 
epaulemens, qui est toujours considirable, ou si on ne le peut entiere- 
ment, on cherchera a en diminuer le bras de levier moyen; enfin on 
pourra faire usage de rouleaux de friction, placds entre les bandes an- 


nulaires quı Irotteni etc. 





*) On remargıera qre la resultante des pressions qui agissent Jans les plans perpendicilaires 
anx tourillons ou a l’axe de la vis, se reduit A la force tolale / qui Sail equilibre a la fovis & toutes 
les resistances, alttendu que les efforts partiels qui s’exercent sur la surface des filets, ont des va- 
leurs egales et tout distribuds symetriguement autour de cet axe; ainsi il sera facile d’@valuer le 
frottement qui en rdsuite sur les tourillons. 1 arrive quelque fois que l’crou mobile porte des 
oreilles, qui glissent dans des coulisses verticales, alors la charge 0 de cet ecron doit @eire augmen- 
tee du frottement sur les coulisses: en nommant n la pression qui prodiit ce frotiement, dla di- 

P.R 
stance moyenne a l’axe, on aura nd=P,R et le frottement fn = f ——; il est entendu d’ailleurs 
d u d 
que l’on devra atirıbuer ä f les diverses valeurs qui conviennent aux subsiänces quı sont en eontack 
ou qui frottent, et que l’on prendra pour P ia valeur de la puissance calculee en tenant compie de 


tous les froltemens ıinherens A la vis. 


Imre IS. 
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28. 


Methode abregee pour le trace des engrenages des 
roues (’angle. 


Exirait des lecons de M&canique appliqude aux machines, faites en 1825 et 1826, a l’ecole speciale 
de l’artillerie et du genie ä Metz. 


(Par Mr. J. 7. Poncelet.) 





Soint CS, C'S5 (Fig. 2.) les axes des deux roues dont il s’agit d’exdcuter la 
denture, on divisera l’angle CSC’ de ces axes en deux autres (57, C’ST, 
dont les sinus CZ, C’7 soient reciproquement comme les vitesses de ro- 
tation & Iimprimer aux roues. En faisant tonrner ces angles autour des 
axes respectifs, qui leur correspondent, on aura les cönes primitifs, 
se touchans suivant laröte commune 79. Cest sur les bases circulaires 
TCt, TC't' de ces cönes, prises a Tune des extr@mitcs des couronnes, qui 
portent les dents, qu’on fait ordinairement la division de lengrenage. Cela 
pos&, tout ce qu’on peut dire sur le tracd des engrenages cylindriques ou dans 
un plan “) sera applicable a l’espace, pourvu qu’on remplace les lıgnes droites, 
relatives A ce trac& par des plans passant par le sommet Ö des cönes, et les 
lısnes courbes par des cönes ayant ce mü&me point pour sommet. Ainsi, 
par exempie, pour que les surfaces con:ques des dents, en se poussant, 
puissent ımprimer des vitesses uniformes aux roues, il sera necessaire 
que le plan normal a lar&te commune de contact de ces surfaces passe 
continuellement par l’arete de contact SZ" des cönes primilifs; pareille- 
ment les courbes &picycloides des dents, relatives au cas du plan, seront 
remplacees par des cönes &picycloides produits par le monvement d’une 
arcte de l’un des cönes primitifs roulant sur Y’autre cöne primitif; et si 
lon considere simplement les cercles de base 07, tC Tr’ qu’on peut appeler 
les cercles prımitifs, les choses se passeront encore d’une manitre 
analogue sur la sphere, qui renferme ces cercles et a.$ pour centre; seule- 





*) Ce trace ätant expose fort au long dans un grand nombre de trait&s de mecanique prati- 


que, nous croyons pouvoir nous dispenser de le rappeler ici. 


CGrelle's Journal. 11. Bd. 4. Ift, 39 
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ment les droites seront remplacees par des arcs de grands cercles, et les 
epieycloides, les developpantes planes etc., deviendront des epicycloides, 


des developpantes spheriques etc. 


D’apres cette analogıie, qui regne entre les deux cas du plan et de 
l’espace, ıl devient inutile d’entrer dans des details sur la maniere de 
dısposer le engrenages selon les dıverses cırconstances; il est evident, que 
toute la difficulte resıde dans les operations graphiques necessaires pour 
tracer les differentes courbes ou surfaces de dents d’apres les principes 
de la geometrie descriptive. Or je feraıi remargquer, que la rıgueur, qu’on 
apporteroit ıcı dans le trac&, en suivant les methodes connues, ne con- 
duiroit pourtant qu’a des resultats fort incertains, vu Ja multiplicite des 
op£rations necessaires pour obtenir le trac& d’une surface de dents, ou 
möme d’un seul point de sa courbe de base; ıl me semble que le pro- 
cede qui suit est sufisamment exact pour la pratique, et n’offre pas ces 


Inconveniens. 


On remarquera, que les couronnes ou jantes qui portent les dents ou 
fuseaux etc., sont et doivent en general &tre terminees, du cote oppose 
au sommet Ö des cönes, par d’autres surfaces coniıques, dont les som- 
mets s, s’, sont sur les axes SC et SC’ des roues, et dont les arätes s‘Z, 
sT' comprises dans le plan de ces axes sont perpendiculaires a lardte de 
contact 87" des cönes primitifs, en sorte qu’elles sont le prolongement 
une de lautre, et se trouvent comprises dans le plan perpendiculaire Aa 
$7, tangent ä la foıs aux cönes s, s’: c’est sur la surface de ces cönes, 
que Von applıque les panneaux des dents, et qu’on verifie le trace gene- 
ral de l’engrenage; or, vu le peu d’etendue, qu'occupe sur ces cönes, le 
profil de la courbe d’une dent et de celle qui la conduit, on pourra, sans 
erreur sensible pour Ja pratique, regarder les petites portions des surfa- 
ces coniques $, 5’ correspondantes a ces dents comme se confondant con- 
tinuellement avec le plan tangent sZ’s‘, pendant la durde de leur con- 


tact muüutuel. 


Cela pose, developpant done les deux surfaces de cöne s et s’ sur 
le plan tangent dont ıl s’agıt, ce quı n’offre aucune difhiculte, puisqu’on a 
la longueur des arötes et le perimetre des bases, et observant que, dans 
ce developpement, les longueurs dans le sens des aretes, et les largeurs 
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dans le sens des cercles m£ridiens concentriques aux sommets, ne sont 
nullement alterees, on ramenera de suite le probleme des engrenages co- 
niques a celui des engrenages cylindriques ou sur un plan; car les cer- 
cles primitifs des dents sur la surface des cönes, seront devenus sur le 
developpement des arcs de cercle tangens entre eux et qu’on pourra re- 
garder comme les cercles prımitifs de deux roues planes ä tracer par 
les methodes connues selon le genre d’engrenage, que l’on desire adopter. 
On aura ainsı obtenu tous les panneaux necessaires pour tracer les dents 
sur la surface des cönes limites s, s’; d’apres quoı l’on ex&cutera facile- 
ment les dents tout entıieres. 


On pourra dailleurs preparer de nouveaux panneaux developpes 
pour les surfaces coniques, qui terminent inferieurement les couronnes dı: 
cot&e de S et qui, ayant leurs ar£tes paralleles a celles des premiers cö- 
nes limites, donnent, pour les dents, des profils exactement semblables, 
en sorte qwil sufira de reduire les dimensions des premiers panneaux 
dans un rapport convenable, celui des arötes $/, SZ”. 








39 
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29. 
Casum irreducibilem solvendi conatus. 
(Auct. Dr. €. J. D. Hill, Holın.) 








A eauatio cujuscunque gradus non nısı per alıam, ejusdem quidem gra- 
dus, simpliciorem vero, solvitur. 

Sıc vulgo aequationis «= @ Solutio ıta significatur: x = va; qua 
postulata atque concessa, hujus etiam aequationis cubicae " =3ar-+2ß, 
solutio generatim quidem habetur, interdum tamen imaginaria evadit, 
quando nempe @’>f?, qui casus ırreducibilis dicitur. Hoc tamen 
impedire nequit, quominus alıa concessa aequatione simplici, hic etiam 
nodus solvi possit. Quod quidem, solutionem hujus aequationis: 

> — Ja —Jır te =o0 
postulando, et ıta sıgnando: 
x = re, 
optime eflici posse vidi. Mox enım ıllıus aequationis 
> = 3ax+2ß, 
2°), haec habetur solutio: 





posito = ya 





4—R 
x m 
& 
Posito enim ax —=oy—ß et in aequationem datam substituto, habetur: 
EIER I —-P)yHR@—P) = 0, | 


seu, ex valore ipsius g accepto: 
1] 
j? 


Fe 
I P 


3 
ne u 3 =0, 


indeque 


ed 2 m 





218 
y4 ar 


Hanc solutionem, ın casu irreducibili, ut vides, realem, aeque simplicem, 
itemque algebraicam, ac ıpsam notissımam Tartaglıae 


@=Ve+V-H+YE-vV-N 


praedico. Functionis enim simplicitatem non nisi ex arbitrariorum pau- 
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cıtate acstımo: Aa vero sımplicissima est aeque ac Ya, utut unico ab 
quanto pendens. De cetero Aa utut aequationis algebraicae radix, alge- 
braica habenda est functio, cujus proprietatem hanc generalem (quod prae- 
cipuumest) ıllı radıcıs cubicae, v (ey) == VeYY aemulam detexi: 


ab Aat/b 








6 20077 Toy I, Ab" 
3 3 
Consideratis enım trıbus aequationibus elementariis 
. . 3— x? 
> — Ja —3xta=0, under =fr to = %.7 Fre 
6) — 25 
Y% 2 
7 „2 FE Be 3—y? 
3 2 wr 
2 —3c"—35z+c=0, und z=4/Ac et c=z2._, 
3 1—53z? 
a--y 
positoque 2= TY__ habetur: 
1— x) 


ee ae SR FE ee 

N . ° 1-27 1. y Re 

. ty 9— 10? —y?’—SryHt3. 

1.e cc —= Ä — ———— — En 
1— xy" Den une y: 

a+b x (1—3y?)( 8 —2")4+y(3—r?)1—3x°) 


i— (1—3 x2). 1—37°)— cxy(3—x? )\($—r*)? 
. a+b _ (HN)! +32Y)— 2? —y?—Ixry(c4yr) 
1—ab ee 
Fun _a+b z. cty 3430? 7? — (a—ıry ‚y’)—I2r 
1—ab 1—ay'ıt2y+x°7°— x°+3y?+9xy)’ 























rd 
er 





, 














AatAb 
. ab ab / 
ue aperte —— = (C: — zn ACC me 2 u —! ı__, 
ideoq Be 1— ab s unde nn b ; 1— AapAb 
3 3 








1 Ia 2 2% 
) a "1—(Aa?)? 
3 
Y) A—u— — Aa 
3 3 


> 1) = ri 
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Ex aequatione elementarı vero habetur 

















A=0,velty35; Aw=w,vetyz5; Al=—1, vel 2+y3. 
3 3 3 
“ a, — 0 a,—a 
De cetero, posıto = ——_ ., habetur » = — —— et 
1-+a,w 1-+aa, 
? Ar — A ) r " r Sa3 
Aa = — —. ee OS1lO a, = —, qdU0O casu WW z 
Br 1-+-Aa,.Aw’ p A e 3’ I - 2 + 18a: — a®’ 
3 3 
a—IAw 
abetur Aa = ——.—. 
habetuı / rg pe 
3 
"Minsili 803 j o— Su, 
nılıter posılo W, = — — = 79 ıt Aw = - . 
eu ’ 2/ + 150° — w* J Zu A StoAw, 
3 


Quoniam vero juxta corollarıa jam proposita, inde ab initio 
wo <y2—ı = 0,414 eflicı potest; ıdeoque », < 0,019, et iterando 
o,,—/w, <O,060002 etc.; semper operationibus quam maxime conver- 
gentibus habebitur Aw», indeque haec casus irreducibilis solutio: 


y’=3ay-+2ß, ">R". 


Resolutio. Capiatur o = y(a—? 


) 











1) 2 =», quando sy? et erit 
- PA () — ß 1 A + v3 
De = u. 
7 @ vel 7 en ß); 
3 
— #5 2 A 
2) Pu, quando y2a—ı<— <y2-+]1, et erit 
$rP 8 
N Al— Aw 
= —(p.—— ı ___ß cıste = — | =2 tı/2. 
y-- gr e) exıstente a vel 1, vel 2 ty 3 
3 3 
2\ e , ßB . 
3) mm, quando Var ge et erit 
10 m a Ev) 
Ex. 2ßP’=a'; exquo o—=Pß, etjuxta ?) = 0, et y=£uı-n), 
3 


juxta 1) ver v1, vw —=,77, 08, = z74023 —= 0,0017425613176, unde, 


vel neglecto W,,, habetur' Al= 27 


-— 


2 
3 — ‘ ” 
ion, eiy = — 0,7326, admısso vero 
@,, habetur AL =0,W7IHIINI = 2 —yYI. 
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0. 
Beobachtungen über die Geschwindigkeit des Schalls 
in den Ebenen Süd-America’s, angestellt von 
Espinosa und Bauza. 


(Mitgetheilt vom Herrn Prof. Oltmanns, zu Berlin. ) 





Seit der letzten Hälfte des vorigen Jahrhunderts fingen die seefahren- 
den Mächte an, ihr vorzügliches Augenmerk auf Erweiterung oder Ver- 
vollkommnung von Länder- und Völker-Kunde zu richten. Alle dazu 
benöthigten Hülfsmittel waren von den ersten Ästronomen, Mathematı- 
kern und Künstlern vorbereitet. Ohne den Verdiensten älterer, würdıger 
Seefahrer zu nahe zu treten, darf man aber annehmen, dafs nur mit 
Bougainville’s und James Cooks Erdumseegelungen der Sinn und die 
preiswürdige Absicht zweier Regierungen recht aufgefafst worden ıst. 
Ihre Beobachtungen, vorzüglich des letztern, liegen dem Publikum mit 
aller Offenkundigkeit dargelegt vor Augen. Lapeyrouse, Marchand, 
Vancouver suchten die Lücken zu ergänzen, welche die Geographen, 
freilich gröfstentheils am Schreibetisch, aufgefunden haben wollten. La- 
peyrouse’s Papiere sind theilweise im Schiffbruch verloren gegangen. 
Wenn man diesen Verlust hoch, und nicht selten übertriebenermalfsen, be- 
rauert hat, so hatte man vielleicht noch gröfsere Ursachen zu wünschen, 
dıe Resultate einer Expedition bekannt gemacht zu sehen, die unter die glän- 
zendsten geschätzt zu werden verdient, welche die Geographie aufweisen 
kann. Ich meine die Reise des grofsen Don Alexandro Malaspına 
um die Welt, dessen Papiere zwar nicht, wie Lapeyrouse’s in den 
Wellen, sondern in den Archiven von Madrid vergraben waren. Aus- 
gerüstet mit den vortrefllichsten astronomischen und physikalischen Werk- 
zeugen, und begleitet von den geschicktesten Seeofficieren, Physikern, so 
wie von andern Gelehrten, kehrte er nach Spanien mit einem Schatze 
von Beobachtungen, Charten u. s. w. zurück, desgleichen vielleicht keine 
andere Nation aufweisen kann. Seine Reisebeschreibung ist nie ans Licht 
getreten. Die nautischen Charten tragen nicht einmal seinen Namen. er 
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spanische Revolutions-Krieg gab ıhm die Freiheit, — die Franzosen be- 
setzten die Hauptstadt. Espınosa y Tello, sein Begleiter, rettete die 
Schätze des hydrographischen Depots vor Feindes Händen nach England, 
mit ihnen Malaspına’s Reise-Nachrichten und astronomisch- physikali- 
sche Beobachtungen. — 

Es ist mir nıcht unbekannt dafs Espinosa Bruchstücke der denk- 
würdigen Reise herausgegeben hat, allein sie gründen sich auf Verglei- 
chungen mit unverbesserten Tafeln, sind also blos als vorläufige Re- 
sultate zu betrachten. Ja! gegen die Richtigkeit der Rechnung haben 
die Spanier selbst nicht neuerhebliche Zweifel geäufsert, auch sind die 
erwähnten Bruchstücke so wenig bekannt, oder ihre Kenntnifs ıst doch 
so wenig allgemeın geworden, dafs Herr von Zach, noch im Jahre 
1S15 in seiner monathlichen Correspondenz eine kleine Notiz des un- 
glücklichen Malaspına über die Lage der Philippinen, als eine grofse 
Seltenheit, gleichsam als eine Reliquie, bekannt machte. Espinosa 
starb. Sein College nnd Gefährte bei seiner Reise um die Welt, Don 
lelipe Bauza wurde Erbe von Malaspıina’s Reise- Papieren, die er 
sorgfältig aufbewahrt und mit rühmlichen Eifer benutzt, um eben da- 
durch in England seinen Tiebensunterhalt für die Zukunft zu sichern. 
Sehr überrascht wurde ıch daher durch ein an Herrn von Humboldt 
gerichtetes Schreiben des etc. Bauza, worin er mır mehrere Beobach- 
tungen mittheilt, die alle zu Malaspina’s Reise gehören. Unter dieser 
ersten Sendung (denn seitdem erhielt ich von ıhm noch eine zweite un- 
schätzbare Masse) befinden sich zahlreiche, sowohl astronomische als auch 
physikalische Beobchtungen. Erstere habe ich bereits für dieGeographie 
von Sid-Amerika, von Buenos-Ayres an, um das Kap Hoorn herum, 
bis nach Acapulco berechnet. Ich theile hier blos die Resultate der Beob- 
achtungen über die Schall-Geschwindigkeit mit, welche zwei der 
geschicktesten spanischen Astronomen in den unermefslichen Ebenen Süd- 
Amerika’s, zwischen San Yago de Chili und Buenos- Ayres, angestellt 
haben. Die Beobachtungs- Methode ist derjenigen ganz ähnlıch, welche 
im Jahre 1820, in der Umgegend von Paris, von Humboldt, Gay- 
l,ussac, Arago etc. angewendet, und in der Conn. des tems, 1525, 
näher angegeben worden ist. 

Der Titel des Manuscripts ist übrigens: 

Observationes de la velocidad del sonido hechas en Santiago de chile 


por 
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por el teniente de navio Don Josef de Espinosa y el Alferez 
de Navio Don Felipe Bauza en 1794. 
Man ging dabei von dem sehr vernünftigen Gedanken aus, zu 
untersuchen: 
ob das Gesetz, nach welchem der Schall sich fortpflanzt, für alle 
und ebendieselben Klimate und Zonen ein und dasselbe sei; 

wenn nicht: 
so können die Beobachtungs-Resultate nur von sehr beschränktem 
Nutzen sein, sowohl für geographische als auch für nautische Beob- 
achtungen. 

In dieser Absicht also stellten die ruhmwürdıgen Spanier folgende 
Versuche an, welche in der Anlage 4 ganz umständlich mitgetheilt 
werden. 

Es ist nicht zu leugnen, dafs man etwas mistrauisch gegen einige 
von den bis dahın bekannt gewordenen Resultaten sein mufste; denn jene 
seit etwa 100 Jahren angestellten Beobachtungen waren sehr unvollkom- 
men, die Standlinien aus welchen der vom Schall durchlaufene Raum 
hergeleitet werden sollte, gröfstentheils sehr klein, und verhältnifsmäfsig 
noch kleiner die Zahl der Beobachtungen; die Uhren unvollkommen. 

Unter solchen Umständen beobachtete 
Cassini die Geschwindigkeit 1473 Fufs in der Secunde, 


Te 5-5 ee eo een 
die Florentiner . ... 11195 - - - =... 
Huyghens. -. » +» 2 «u» HR, -.+. +. 
Fleamstead und Derham . 1070 - - -  .-.., 
Condamine, in Cayenne . 1100 - - -  ...., 
Condamine, in Quito. . » 10050 - - 0.9, 


La Caille, Maraldi und Cassini wiederholten diese Versuche, und 
bei verschiedenen Temperaturen fanden sie die Schall- Geschwindigkeit 
1038 bis 1048 Fufs in der Secunde. Sie war auf eine Linie von etwa 
88000 Fuls gegründet. 

Zwanzig Jahre später stellten Kästner, Huyghens, Juichten- 
berg, Mayer und Müller ähnliche Versuche an, und fanden die Ge- 
schwindigkeit 1037 Fufs, — leider gegründet auf eine nur kleine Basıs. 

Professor Benzenberg dagegen machte den 3ten Decbr. 1509, bei 
einer Grundlinie von 28000 pariser Fufs, Schall- Beobachtungen, welche 

Crelle's Journal. IL. Bd. 4. Dft, 40 
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ihm, beim Gefrierpunct, 1028,4 Fufs für die Secunde gaben. Bald da- 
rauf, im Junius 1811, will er sie 1027,1 Fufs gefunden haben, während 
der Trigonometer Windgassen 1026,8 Fuls dafür fand. Dafs übrigens 
diese Geschwindigkeit sich nach dem Einflusse der Wärme und Kälte 
richtet, war schon aus den Beobachtungen des Italieners Bianconi (auf 
der Festung Urbano) bekannt. 

Der unsterbliche Jsaac Newton hatte diese Geschwindigkeit für 
die Zeit-Secunde auf etwa S61 Fufs nach der Theorie berechnet. 

Eine Abweichung von dritthalb hundert Fuls von der Erfahrung 
war denn doch zu grofs, und für See- und Erdkunde zu wichtig, als 
dafs sie nıcht näher hätte geprüft und erwogen werden sollen. 

Bereits vor 30 bis 40 Jahren versuchten es schon die Spanier solche 
Zweifel zu heben. 

Espinosa und Bauza nemlich mafsen in der Ebene von Maypo, 
im Königreiche Chili, eine Standlinie von 2900 pariser Fufs auf einem 
sanz ebenen Boden. Durch Horizontal- Winkel bestimmten sie die Lage 
der in Figur 3. angedeuteten Puncte. Auch standen ıhnen zweı schöne 
Längen-Uhren zu Gebote, um den Zeit-Unterschied zwischen Pulver- 
blitz und Schall zu beobachten. 

Die oben erwähnte Grundlinie wurde zweimal gemessen und dabeı 
ein Unterschied von nur 6 Zoll gefunden; die Winkel wurden mit einem 
Theodoliten von Ramsden beobachtet, Die Figur 3. zeigt die vortheil- 
hafte Stellung der gemessenen Basis, und erweckt zugleich Vertrauen 
zu der Richtigkeit der darauf begründeten Entfernungen der Puncte 
C, D,E, F, G von der Grundlinie an B. Es ergab sich: CB 13841, Eb 
43365, GB 9557, Fb 29558 und PB 50316 Fuß. 

Nachdem man also von der vollkommenen Genauigkeit dieser Län- 
sen sich versichert halten durfte, wurde (wıe bei den neuesten Beobach- 
tunsen der französischen Academiker) an dem einen Ende eine $pfün- 


dige Kanone in B aufgestellt und losgebrannt. 


Sämmtliche Beobachtungen (bemerken die Spanier) verdienen das 
sröfste Vertrauen. Die einzelnen Zeit- Unterschiede weichen nicht über 
» Secunde von einander ab. Und dieser Unterschied wird noch durch 
die Anzahl der Beobachtungen sehr vermindert. Man bemerkt ferner, 
und mit Recht, dafs bei der vierten Beobachtungs- Station dıe Richtung 
des Windes einigen Rinflufs auf die Schall- Geschwindigkeit habe äufsern 
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können, etwa von einer halben Toise auf die Secunde. Bei den übrigen 
Beobachtungen aber war entweder gar keine Luft-Bewegung, oder sie 
war doch stets sehr schwach und vollkommen transversal. Der Wind 
vermehrt allerdings die Geschwindigkeit des Schalls, vermindert sie, wenn 
er ihr entgegen geht; senkrecht wirkend mag er keinen bedeutenden 
Einflufs haben. Denn: 

Nach Benzenberg’s Beobachtungen soll, bei schwachem Winde, 
die Geschwindigkeit des Schalls um 8 Fuls vermehrt und vermindert 
worden sein. Beı andern Versuchen, wo er stofsweise beı starkem Ost- 
\Westwinde kam, zeigte sich doch nur eine mittlere Geschwindigkeits- 
Aenderung von 7 Fufs. 


Die Beobachtungen in Canas geben 190,2, 


5 En ROT AG -: 
- . - ın Peral - 193,3, 
. - - ın Macul - 159", 5, 
" : - ımPunctel - 159,6, 


im Mittel 190,7 = 1144,2 Fufs 
fiir die Geschwindigkeit des Schalls ın Chili. Don Jorge Juan hatte 


sie, für Quito, nur 175,0 = 1050 Fufs gefunden. 


. .. \ . y 5 . . 
Die vorerwähnten Gelehrten beobachteten diese Geschwindirkeit 
. . Y . N 4 Zur 4 . 7 4 AN “ 
(ım Junius 1822) bei + 10%,0 (Uentigrad) Temperatur, 173,01 toises — 
aaa .,0 - | 
337,2 metres, womit die neuesten Beobachtungen der Herren Moll und 


van Beek Calkoen, Gregory, Heatstone und Goldinsham ge- 
nau genug übereinstimmen. 

Laplace findet sie bis auf 3”,174+ mit seiner Theorie überein- 
stimmend (©. d. t. 1825 p. 372.) 


Es ist jedoch zu bemerken, dafs die americanischen Beobachtunsen 
} ’ > 


bei einer Flöhe der Temperatur von 


18° | 
16° 


EN. ’ | u 
»im Durchschnitt also bei !YR. = 23,7 Ctg. 


angestellt wurden. 
Der Unterschied in Vergleich mit obigen beträgt 15°,7 Ctg. 
40* 
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Nach Arago’s Bemerkung bringt eine Aenderung von 1° des Ther- 
mometerstandes eine von 0,321 hervor. Reduciren wir also Espinosa’s 
Beobachtungen auf + 10°Ctg., so erhalten wir 190,7 — (13,7 x 0',321) 
— 185',3 = 1111,8 Fußs. 

Der Unterschied ist noch immer 1? für die Secunde. 

Diese Schallbeobachtungen der Spanier waren keine blofs wissen- 
schaftliche Speculationen: sie bezweckten vielmehr die Vervollkomm- 
nung der Geopraphie und Nautik. Denn schon der Seecapitain Don 
Jorge Juan hatte auf den grofsen Nutzen aufmerksam gemacht, wel- 
chen dergleichen Beobachtungen vorzugsweise auf dem Meere darbieten 
können. Nemlich nach dem Blitz und Schall einer Musquete läfst sich 
die Entfernung der Schiffe von einander bestimmen. Und der geschickte 
spanische Seeotlicier Don Dionisio Alcala Galiano hat sie mit 
glücklichem Erfolge angewendet (im mittelländischen Meere), um grofse 
Standlinien zu messen, und die Lage der Küstenpuncte darauf zu gründen. 

Neuerdings hat Prof. Benzenberg ähnliche Versuche auf dem 
Festlande angestellt, um Entfernungen durch den Schall zu bestimmen. 
Er fand auf 28,000 Fufs einen Unterschied von 37 Fulfsen, oder „tz des 
Ganzen. 

Ein anderes Mal fand der Trigonometer Windgassen auf dieselbe 
Distanz Düsseldorf und Ratingen 752, oder auf 4Fufs mit der trigono- 
metrischen Messung zusammenstimmend. 

Benzenberg glaubte übrigens, dafs 10 Schall- Beobachtungen eine 
Entfernung bis auf 7555 genau angeben können, wenn nemlich die Luft 
ruhig und der Schall deutlich zu hören ıst. Nur müsse (bemerkt er) 
die wahre Temperatur der Luft genau bekannt sein. Denn ein Grad 
Fehler in der Wärme ändert die Entfernung um 735. Aber von die- 
ser Seite haben wir nichts zu befürchten; denn die umsichtigen Spanier 
bemerken, dafs der Thermometerstand und Gang sehr regelmäfsig und 
plötzlichen Aenderungen nicht unterworfen gewesen sei, und da zweitens 
die Beobachtung in den unermefßslichen Steppen (Llanos) angesiellt wur- 
den, welche von gleicher physischer Bildung, und so eben wie das Welt- 
meer sind, so ist auch, meines Bedünkens, vom Einflusse einer Wärme- 
Verschiedenheit an den Stationen nichts zu besorgen. 
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Beilage 4. 


EI 13 de Enero al anochecer. Experiencia primera observada desde 
la Chacara de Canas (E) a 7° 50° de la tarde cohete en el conventillo, 
senal de preparacion contestado desde Cannas a 7’ 52‘ 





Tiros en el con-| Seviö la Luz Se oyö el 
ventillo desde Canas estallido 
8. 0.0 5. 0.0 8". 0.38 JViento $. O. muy floxo, casi 
8”. 107.0 8". 10°. 0” 8’. 10. 38° Ycalma. la atmosph. cargada 
8”, 20°. 0° 8". 20°. 0° 8°.20'.38” \ Bar. 25 p. 9 L. Term. 18°, 0. 








Dia 14 de madrugada en el proprio parage A 3”.50° de la madre 
guda cohete de preparacion en el conventillo; 
contestado desde Canas ä 3”. 57‘ 











Tiros en el Con-| Se viö la Luz Se oy6ö el 
ventillo desde Caünas estallido 
4". 07.0 4". 0.0 4".0'.38 
4". 10°.0” 4", 10°. 0 4, 07,38 on. Yale, Sigma Ohlirem 
4A.991.04 4% 97.04 401.384 Bar. 25 p. 9L. Term. 16°, 0. 


Desde Canas demora 


del mundo. 


el canon sıtuado en el Conventillo N. 69°. O0 


Dia 14 Eubo al anochecer: Experiencia segunda observada desde la 
Chacara del Peral (D) 


Tiros en el Con- 


Se viö la Luz 


Se oyö estallido 





ventillo desde el Peral 
7*.30°. 0 7°. 30.0” 7.30.43 
7*.40'. 0° 7".40'.0° | 7.30.43” f Viento S. O. fresquito en el 
7.50. 0” 7*.50. 0 7".30'.43” \Conventillo en el Peral algu- 
8%, 0. 0" 8. 0.0 | 7.30. 434° (nas bocanadas de N. 
8". 107.0” 8".10.0 | No se oyöo | Barom. 25 p. 9L. Term. 23°,0, 
8”, 20’. 0° 8".20.0” | 74.30 43 
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Nach Arago’s Bemerkung bringt eine Aenderung von 1° des Ther- 
mometerstandes eine von 0,321 hervor. Reduciren wir also Espinosa’s 
Beobachtungen auf + 10°Ctg., so erhalten wir 190,7 — (13,7 x 0',321) 
— 185',3 = 1111,8 Fuls. 

Der Unterschied ist noch immer 17° für die Secunde. 

Diese Schallbeobachtungen der Spanier waren keine blofs wissen- 
schaftliche Speculationen: sie bezweckten vielmehr die Vervollkomm- 
nung der Geopraphie und Nautik. Denn schon der Seecapitain Don 
Jorge Juan hatte auf den grofsen Nutzen aufmerksam gemacht, wel- 
chen dergleichen Beobachtungen vorzugsweise auf dem Meere darbieten 
können. Nemlich nach dem Blitz und Schall einer Musquete läfst sich 
die Entfernung der Schiffe von einander bestimmen. Und der geschickte 
spanische Seeotficier Don Dionisio Alcala Galiano hat sie mit 
glücklichem Erfolge angewendet (im mittelländischen Meere), um grofse 
Standlinien zu messen, und die Lage der Küstenpuncte darauf zu gründen. 

Neuerdings hat Prof. Benzenberg ähnliche Versuche auf dem 
Festlande angestellt, um Entfernungen durch den Schall zu bestimmen. 
Er fand auf 28,000 Fufs einen Unterschied von 37 Fufsen, oder $z des 
Ganzen. 

Ein anderes Mal fand der Trigonometer Windgassen auf dieselbe 
Distanz Düsseldorf und Ratingen z5%z, oder auf 4Fufs mit der trigono- 
metrischen Messung zusammenstimmend. 

Benzenberg glaubte übrigens, dafs 10 Schall- Beobachtungen eine 
Entfernung bis auf 7555 genau angeben können, wenn nemlich die Luft 
ruhig und der Schall deutlich zu hören ıst. Nur müsse (bemerkt er) 
die wahre Temperatur der Luft genau bekannt sein. Denn ein Grad 
Fehler in der Wärme ändert die Entfernung um 755: Aber von die- 
ser Seite haben wir nichts zu befürchten; denn die umsichtigen Spanier 
bemerken, dafs der Thermometerstand und Gang sehr regelmäfsig und 
plötzlichen Aenderungen nicht unterworfen gewesen sei, und da zweitens 
die Beobachtung in den unermeßslichen Steppen (Llanos) angesiellt wur- 
den, welche von gleicher physischer Bildung, und so eben wie das Welt- 
meer sind, so ist auch, meines Bedünkens, vom Einflusse einer Wärme- 
Verschiedenheit an den Stationen nichts zu besorgen. 
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Beilage 4. 


El 13 de Enero al anochecer. Experiencia primera observada desde 
la Chacara de Canas (E) a 7“ 50° de la tarde cohete en el conventillo, 


senal de preparacion contestado desde Cannas A 





Tiros en el con-| Seviö la Luz Se oyö el 
ventillo desde Canas estallido 
Sr, 0‘. 0’ sh 0‘. 0 sh 0. 384 
8”. 10°.0 S", 10.0” 8”. 10°. 38 
8", 207.0 8". 20’. 0 8°. 20°. 38 








sr 


Viento $. O. muy floxo, cası 
calma. la atmosph. cargada 
Bar. 25 p. 9 L. Term. 18°, 0. 


Dia 14 de madrugada en el proprio parage A 3”. 50° de la madre 
guda cohete de preparacion en el conventillo; 
contestado desde Canas ä 3*. 57 


Tiros en el Con- 


ventillo 


Se viö la Luz 
desde Canas 


Se oy6 el 
estallido 








SERSEBESEES 


0.0 
4°, 10°. 0° 
4+.20'. 0° 


u 


Desde Canas demora 


del mundo. 





4, 0°. 0 
4", 10°. 0 
4", 20'.0” 





4", 0.38 
4r. 0,38 
Ah, 0’. 38 


en Calma, alguna calıma 
Bar. 25 p. 9 L. Term. 16°, 0. 


el canon situado en el Conventillo N. 69°. 0 


Dia 14 Eubo al anochecer: Experiencia segunda observada desde la 
Chacara del Peral (D) 


Tiros en el Con- 


Se viö la Luz 


Se oyö estallido 





ventillo desde el Peral 
7*.30°. 0 7°. 30.0 7.30.43 
7r,40°.0 7*.40°.0” | 7.30. 43” 
7*.50’. 0° 7.50. 0 7°. 30°. 43” 
8%, 0°. 0 8. 0%. 0 7.30%. 433 
8°. 10°.0” 8. 10°. 0 No se oyo 
8. 20°. 0 8.20.0° 17%. 30%. 43° 








Viento S. O. fresquito en el 
Conventillo en el Peral algu- 
nas bocanadas de N. 


Barom. 25 p. 9L,. Term. 23°,0, 
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Dia 15 de madrugada en el proprio Sıtio 


Tiros en el Con- 


venlillo 


Se viöo la Luz 


desde el Peral 


Se oyö el 


estallido 





4R. 
41 


20‘. 


0’. 0 
0) 


/ h 
mr 8 


sr. 


wc 


Aa." 


MR 





Desde el Peral demora el Caüon del 


Dia 


la chacara de 


parcion en el con\ 


ry.+ 1] (‘ 
“f . y I 
Tiros en €i UVD- 


ventillo 


IN ol ıamn 
ib» cei MI15MNO 





l he 


7 EEE 
‚sur Macul 


1; del 


Ar, ()‘. ()’ 
4°, 10°. 0 
nt! a 


i RU 1/f 
ED 5 


al 
TER 
‚Widlti 


27 
V j 


uesue 1a ıl 


alas 7 


4".01.4334 
4°. 0°.43 


4",.07.434° 
Ah - 
4".0°. 454° 





7”50' d 


Se ovoö el 


E% 2 
estiailido 
N) 


Yı 


7 
ANOCIlECerT, eX] 


’‚ üe 


| 
| 


eriencia tercera observada desde 


Te ET 2 SE ET ICE TE EEE ET 


Co) P} I ., 
k 1/ r / 
( } Er 

\ 1 
( 5 ) 


el punto C del llano a las 


AInT, 


testado Er 


Tiros en el Con- 


- . 


Se vio la Luz | 


| Fstallido 


ı 
Ä N AK 
ET EEE EN 


1 : 

Y/f ‘ / 

Pa a 0 ZV d 
F} N 

SID’, wi d 





\ 
\ 


entillo, contestado desde Macul 4 7 


demora el conventillo al N. 7% 


la calma, alguna calıma 
Barom. 25, 90. Term. 20°, 0. 


onventillo N. 44°. 0. 


la tarde cohete, senal de pre- 


h n9 


ev oo 


Viento N. E, floxo ın Macul 
y 8.0. fresquito en el Con- 
ventillo. 

Barom. 25 p. 9. 


‚O del mundo. 


n - - nn Pa nn r+ a ha nn ıYv .. Fe ır \ « Q 14 
mismo al anochecer experiencia quarta observada desde 


ey } 1; 4, arlı . 2 r c = 
5 de la tarde cohete de preparacion con- 


. ’ 
Se ovOö el 








ve Ivo) UPSUE j | 
EERIECASELZUTTTE  WOSTEEEE ELTERN ink RETTET SET (EZ ESTER EIER TE RT sr 
- ‘ ya ] VW wel, 4 f 
73.30, 0% FE AR 2 1 
-:] gr /l ve / 7 / \// =]; " / fd 
).) U Ä ) . # d . 0 . 1? 
] 


u 7 TEN . 
Ä N O0 
vo /, 


Ä 5.0 


ne | A! 





Tr. Br. 
zh 45°. (7 


re h - 


' | ge 


7.3.1 
we], 


u AR 


ve ], ‘ 
Ä a 127 





Viento $. O. fresquito 
Tiempo claro 
Barom. 25 p. 9 L. Term. 180,0. 


Desde el punto C. demora el Conventillo N. 20°. 0 del mundo. 














{ 
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Beilage DB. 


Folgende Beobachtungen stehen hier, dünkt mich, gerade auf dem 


rechten Platze. 
a. Thermometer- Stand. 

Zu S. Yago erreichte das Thermometer, während Espinosa’s Auf- 
enthalt daselbst, nur selten 24° Reaumur. Gewöhnlich zeigte es bei Son- 
nen- Aufgang 16° bis 15° R., um 10 Uhr 230°, um Mittag 22°, Abends 
und Nachts 20°, 18°, 16°, um Mitternacht 14°. 


b. Barometer- Stand. 

Der Zustand der Athmosphäre ist in dieser Gegend (San Yago) so 
sleichförmig, dafs die Barometer- Aenderungen nur bis auf etwa 3 einer 
Linie gehen. Der mittlere Stand vom December- bis zum März-Monat 
25 Zoll 9 Linien. 

Während dieser Zeit hatte man nur 4Tage, an welchen der Hım- 
mel bewölkt war und kein Tropfen Regen &hel. 

Eine Vergleichung dieses Barometer-Standes mit dem am Meeres- 
spiegel beobachteten, giebt nach der Bouguerschen Formel, die Höhe 


von $. Yago über der See S21 varas Castellanas. 


c. Abweichung der Magnetnadel. 
Beobachtungen, welche mit einem Theodoliten angestellt wurden, ga- 
ben die Abweichung 14°25° nordöstlich, ım Mittel aus mehreren Azi- 
muth- Vergleichungen. 


Espınosa und Bauza beobachteten: 





R Barometer- | Thermome-| Höhe über 
PN Stand ter- Stand | der See 
— 
Zoil 
V. Valparaiso. . .» 30,00 62° - 
San Yago de Chile. 27,39 72 409,7 
Casa de las Calaveras | 20,64 61° 1658’, 1 
Casa de la Cumbre 19,03 45° 1997',4 
Casa de las Cuevas 20,16 54° 1747',2 
Casa de Puquios. . 21,45 97° 1487',7 
Mendoza . . .. 26,91 68° 699,7 
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Auf dieser wirklich wissenschaftlichen Reise wurden auch noch 
folgende geographische Orts-Bestimmungen gemacht. 














Name der Orte Südliche Breite Länge westlich Abweichung der 
von Cadix Magnetnadel 
. x  TEREEREEEESEEREEEEEE EnmnnEE a See .n 
San Yago de Chili . 33°.26% 640. 34 14°£ nordöstlich 
5) 290 AC 
Las“Asleb: : :.- 4 32.492 
Casa de las Puquios . 32,37 u; Es, 
Uspallata . . . . .» 39.35 
32.923 er 14° .  - 
Be #9 39,53 90,46 
32:38 
Desaguadero. . . . 39,97 ce EreSe dogs 2 
37.163 
San Luıs . . 0... = a 
33°.184 59% .27° 
Pıınta del rıo Tercero 390,99 
Zanyon 32°.41 3.27 
37.367 DE . 
Fısquina de Labaten 3 14 ie 
32.972 
a 
l,os Vesmochados 33°. I0 5 ’ . Fr . . 14° er n 
Pontezuelas 337.534 
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31. 


Ueber die Integration der partiellen Differenusal- 
gleichungen erster Ordnung. 


(Von Herrn Prof. C. G. J. Jacobi zu Königsberg in Preufsen.) 





1. 
D:. Entstehung und Ausbildung der Theorie der partiellen Differential- 


gleichungen bildet einen der wichtigsten Momente in der Geschichte der 
Mathematik des 1Sten Jahrhunderts. Euler hatie diesen so fruchtbaren 
Zweig der Analysıs ans Licht gerufen, und in einer grofsen Zahl von 
Beispielen durch besondre, dem jedesmaligen Falle angepalste Kunstgriffe 
die Integration bewerkstellig. Lagrange gab hierauf die ersten allge- 
meinen Vorschriften, die lineären partiellen Differentialgleichungen der 
ersten Ordnung zwischen jeder Anzahl Variabeln, und insbesondere jede 
auch nicht lineäre zwischen 3 Variabeln auf ein System gewöhnlicher 
Differentialgleichungen zurückzuführen. Die von Lagrange zu letz- 
terem Zwecke angewandte Methode schien keiner Ausdehnung auf jede 
Anzahl Variabeln fähig zu sein, da die Analysten, die dieses versuchten, 
die ıhnen aufstofsenden Schwierigkeiten nicht überwinden konnten. Pfaff 
betrachtete daher den Gegenstand aus einem von allen bisherigen gänz- 
lich verschiedenen Gesichtspuncte. Er sah nemlich das ganze Problem 
der Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung als 
speciellen Fall des weit umfassenderen an, jede gewöhnliche lineäre Diffe- 
rentialgleichung zwischen 22 Variabeln durch ein System von  ‚Glei- 
chungen zu integriren; und indem er dieses Problem vollständig löste, 
hat er zugleich die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung vollendet. 

Ich werde im Folgenden diesen Gegenstand wieder aufnehmen, und 
ihn einer, wie ich glaube, neuen Behandlung unterwerfen, welche sich 
vielleicht durch ihre Leichtigkeit den Analysten empfiehlt. Durch sie 
werden die Schwierigkeiten, welche der Ausdehnung der Lagrange- 


schen Methode auf jede Anzahl Variabeln entgegen standen, so weit die 
Crelle's Journal. II. Bd. 4. Ift. 41 
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Natur dieser Methode es möglich macht, gehoben werden, und man wird 


so auf dem entgegengesetzten Wege zu denselben Resultaten gelangen, 
welche Pfaff gefunden hat. — 


n 


A 


Ich beginne mit einigen Betrachtungen über die Integration eines 
Systems von 2 gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung zwi- 
schen z + ı Varıabeln. 


Es seien die +1 Varıabeln x, x’, x“ 


selben, z.B., x’, x” 


yer2.,X, Es sollen z der- 
ye..,%) als Functionen der übrigen durch ein Sy- 
stem: von n Differentialgleichungen bestimmt werden, in welchen nur die 


/ 


ersten Differentiale von x’, x, ...., x”, ın Beziehung auf x genom- 


men, vorkommen. Diese 2 Gleichungen lassen sich immer unter die 
Form bringen: 
0x Gr u” 0x”) X) 








Pu 4 Pe Dt Ki Ku 
welche man auch als Proportion darstellen kann: 
BEFORE TA Tan 5 
wo A, X, X, ...., X” Functionen von x, x, x",....,x”) sind, und 
wo es gleichgültig ist, welche der 2-+ ı Varıabeln man als unabhängig 
betrachtet. 


Es ıst seit langer Zeit bekannt, wie mıan aus diesen Gleichungen 
n—1ı Variabeln, z. B. x, x’,....,x’ eliminiren kann. Differentiirt 


Ja BG : : 
72 =%. (r—1)Mal hintereinander nach x, 


man nemlich die Gleichung 


m) 





. .. 5 . * ox’ Eh ex”) 

und setzt jedesmal für die vorkommenden Differentiale —, —— 5... — 
0x’ dx 0x 

ox Or 0x O”x' 


. . De ( . 
ihre Werthe in x, x’, x”,....,x°, so erhält man Dr Dar Ir? dan 


gesebnen Functionen dieser Variabeln gleich. Aus den so entstehenden 
n Gleichungen kann man dann die 2—1ı Variabeln x”, x, ...., x” 


eliminiren, und erhält so eine Gleichung von der Form: 
/ 


O 2, X, u ge ’ u up = O.. 


0x 0x: . = . oa" 


Es hat aber bekanntlich jede solche Diflerentialgleichung der ten 
Ordnung 2 verschiedene Integralgleichungen der: (2— ı)ten Ordnung,. von 
denen jede eine willkürliche Constante enthält. Es seien diese: 
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F\: ‚ 0x 0°% a C 
ı\7, X, Ort Zah IH BE IE U 

FE ‚0x 0°x ort: —_c 

la a, 7 Zr rerg) = 0 
nat 0?%x ori + 
.5 —— E nn 

F\ (x, 27 > 0x ? re * A Ox" — C,, 
wo (\,, C,,....,C, die willkürlichen Constanten bedeuten. Substituirt 

0x 0°?x uk; 


man hierin für - ihre Werthe in x, x, x,....,x”) 


0x?’ 0x*’' re 


so hat man das verlangte System von z endlichen Gleichungen mit n 





BJ 


willkürlichen Constanten, welches die Gleichungen: 
9:0: Orte.) = X: X: Xt.,...: X 
integrirt. 
3, 


In welcher Form auch die z Integralgleichungen mit z willkür- 





lichen Constanten gefunden werden, so wird man sie immer durch Auf- 
lösung nach den z willkürlichen Constanten in diese Form bringen können: 


F=0, F=0(,....,rR=0 


wo F, F,...., f, die willkürlichen Constanten nicht enthalten. 


n? 


In dieser Form haben die Integralgleichungen die merkwürdige Eigen- 
schaft, dafs, wenn man sie differentiirt, unmittelbar auch die willkür- 
lichen Constanten verschwinden, so dafs die Differentialgleichungen 

oF oF, oF 


o= or = (e)02 4 (+ (Ertl), 
= or = (Gr + (0) + +) 


Ex 0x oa) 


o= 5F, = (dx + (5) 0 v+(E ort... +), 
ohne Dazwischenkunft der Integralgleichungen 
F=(, #,==#6,, ee. F=2(,, 
mit den gegebenen Gleichungen 
Or: oRt dt. dh L: X: X... X 
übereinkommen werden, denn durch solche Dazwischenkunft würden die 
willkürlichen Constanten wieder eingeführt werden. Hieraus folgt aber 


das Stattfinden folgender identischen Gleichungen: 
41* 








* 
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(32) RB (5) A+ e =) X't...4 (2) x —o, 
X X ++. + (de), 


= | DPF, oF 
. VUEn / c 7 n Bi 
(S)xr+(2)x +(5)X +....+()xX 0. 
Die Integration der Differentialgleichungen: 

ex: Hat: dw... dar = NK: X: X. ...: KW 


kommt also mit der Lösung der Aufgabe überein: 2 verschiedene Func- 
tionen zu finden, von denen jede F der Gleichung 


Pe - re ce IF 

AR (- 

kur 
identisch Genüge leiste. 


Wenn die Functionen FM, F,, ...., F,, jede für F gesetzt, 'diese 
Bedingung erfüllen, so ıst dies auch der Fall mit jeder wieder aus die- 


oF 


Hr. 40m 


OÜOxX 





sen zusammengesetzten Function. Denn es sei solche I/(F\,F,, ....,F,) 
so wird man, wenn man die Gleichungen I. respective mit 


3 11 ATI IF REITEN i ; h ’ 
(>), (FF) WERORR ( ) multiplieirt, und hierauf addirt, die Gleichung 


HEN Hr X = 

erhalten, so dafs auch I/ für F gesetzt werden kann. 
4. 

Nach diesen vorausgeschickten Betrachtungen ergiebt sich die In- 
tegration der lineären partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
von selbst. Es sei nemlich x als Function von x, x, ...., x” zu 
finden, vermittelst der Gleichung: 


erl)tr)t ). 


Es werde die zwischen den 2-1 Variabeln zu suchende Relation aus- 
gedrückt durch /7/=0, so hat man: 


EI. Aa (+) RR 
ex 0 + oO .x 0 


es: 5 Au 
(= oxt + dat) d 

















a a 


| 
Sg 
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wodurch die gegebene Gleichung sich verwandelt in: 


= ex x lxrr.. re, 


welcher Gleichung, wie wir gesehen haben, Genüge at wenn 
man für I/ irgend eine Function von F\, F,,...., F, setzt. 


Ist also eine lineäre partielle Dißferentialgleichung erster Ordnung: 


HR tr ln)” 
gegeben, so integrire man die Gleichungen: 
02:00:92... X: X, X... X, 
Ist das System der 2 endlichen Integralgleichungen derselben 
F=(, r,=6 0. el, 

wo C,, C,, 2..., ©, die willkürlichen Constanten bedeuten, F\, F,,: 

., F, aber diese nicht enthalten, und nennt man // irgend eine Func- 
tion von Mi, #5, 22. ., #, so wird I7=0 das gesuchte Integral der 
gegebenen partiellen Differentialgleichung. 





ns} 
Wenn der Gleichung 


x = (v4 (ö)wer....+gö)an 


oO. 
durch irgend eine Gleichung oder Relation zwischen den 2 Functionen 


F,#,,...., F, Genüge geschieht: so kann man sagen, dafs die Glei- 








chungen 
oo rt:2...: 0X (n) u — N: R': ar BT. nu 


durch irgend z Relationen zwischen jenen Functionen integrirt werden. 
Denn aus z Relationen zwischen z Gröfsen werden diese Constanten 
gleich, und die Willkürlichkeit der Relationen reducirt sich auf eine 
blofse Willkürlichkeit der Constanten. Es zeigt sich nur hier eine Lücke. 
Man kann nemlich nach demjenigen System Differentialgleichungen fra- 
gen, welches durch irgend 2, 3, oder überhaupt 7 Relationen zwischen 
F,, F,...., F, integrirt wird, wo m zwischen 1 und z liegt. Diese 
Lücke wird ausgefüllt durch folgendes allgemeine Theorem, welches zu 
gleicher Zeit auch die beiden bisher behandelten extremen Fälle, wo 
m=1 und m =n ıst, umfafst. 


Theorem. „Es seien F\, F,, ...., F, solche Functionen der 
Variabeln x, x, . . .., x”, welche, für F gesetzt, die Gleichung 








“ 
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o\r OF\yı oP\ vu 2 
EHI HF X > 0 
identisch erfüllen, oder ‚welche, willkürlichen Constanten gleich gesetzt, 

die Gleichungen 


- 


0%:0%: 0X ":.0..:0 ca) — X: A’: > APR . 


integriren, so wird das System der »r Gleichungen: 


0) D 
zu mn („IE fn. (#2) 
A »r A (> = + A ’ (2 m-+-) + un. + > 7 cr) ’ 


C 


= ac 
EI X (m) O« (m-+ı) ( ox' ) ren(2= =) 
X —— N (ee en) + Bo; ı mi, + .». eg ® + X Ö cl") 





u m foacm-ı * em) (mr) 
a dB: (@ — en, +. +), 
wo %, X, 2. .., x» als Functionen von x”, at, ... ., x” be- 
trachtet werden, integrirt durch die » Gleichungen: 
HH, =0, HH, =98,..:.., = Q, 
wo IL, H,y...., 7/7. willkürliche Functionen von F}, F,, ...., F, sind.” 














Das Characteristische dieses Systems Differentialgleichungen be- 
steht darin, dafs in jeder Gleichung nur die partiellen Diflferentialen ei- 
ner Variabeln vorkommen, und dafs in allen Gleichungen die Coeffh- 
cienten der nach derselben Variabeln genommenen Differentiale diesel- 
ben sınd. 

6, 

Um den Beweis dieses Theorems in aller Allgemeinheit zu geben, 
wollen wır zuerst die Werthe der partiellen Differentiale von x, x‘, 
we 000., X"®P nach 2, 29, ...., x” genommen, aus den Gleichun- 
gen I, =0, H,=0,...., I1„==0 ableiten. Um die partiellen Diflfe- 
rentiale von x zu finden, bestimme man m Gröfsen A, B,C,...., KM 
dergestalt, dafs sie den 2 — ı Gleichungen 


(2) + #2) OR +Mm(S er 28:0, 


Ü 


4 | Dit = = 0, 











C II, C IT, El a 

4 nl tr) 0 

Genüge leısten, wodurch man, wenn man Al Kürze wegen 
IL. 


1) +2). = N 
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setzt, die Gleichungen 


et) 


N) At) 


“iM; f 3m, 
N (>) eu - 1 5) +B a )+... ra(? AN 
erhält, und ganz auf ähnliche Art finden sich die partiellen Differentiale 


von x, X, 2... x”®, Nun hat man aber, weil //,, IL,...., II, 
Functionen von F}, #3, ...., F, sind, aus (3.) die identischen Gleichungen: 


a) x) x) 4...) Rn 























0x’ 


ce: )x4 (> IH, 2) X’ + (=>) At...4 6 =) Br 6, 








Ö IT, c IT, Ö Mi 


(01 X-+ ( =) X4+ ( = XL... + (>) x) 


Multiplicirt man diese respective mit 4, DB, €, ...., M, und addırt, 





OÖ. 





so erhält man: 














xl) 4 DE) 4. +) 4 
zoll) 4) +. +) 4 
NDS RLIR ER TEILE PORBER TRZZA ER 


[3 


of) +) +. le) 


2) aßhr 


woraus sich, dem eben Gefundenen zufolge, ergiebt: 


x= x (- e in) + zur („2 m-F1) )+--- + Am ( ac n)» 


welches die erste Gleichung des Theorems ist. Auf dieselbe Art erwei- 
sen sich auch die übrigen Gleichungen desselben. 








r/? 


Wir wenden uns jetzt zu den partiellen Differentialgleichungen er- 
ster Ordnung überhaupt, da wir bisjetzt nur die lineären betrachtet ha- 
ben. Lagrange führt für 3 Variabeln jede solche Gleichung auf eine 
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lineäre partielle Differentialgleichung zwischen 4 Variabeln zurück. Die 
Bestimmung der, bei Integration derselben vorkommenden willkürlichen 
Functionen ist, wie er zeigt, von der Integration einer gewöhnlichen li- 
neären Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 3 Variabeln durch 
das System zweier Gleichungen abhängig. Diese ist immer möglich, 
und erfordert, indem man eine der Variabeln, was erlaubt ist, constant 
setzt, nur dıe Integration einer lineären Differentialgleichung erster Ord- 
nung zwischen 2 Variabeln. 

Wir werden im Folgenden sehen, wie aus einer gegebenen partiel- 
len Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 2+ ı Variabeln, im- 
mer ein solches System von lineären partiellen Differentialgleichungen 
abgeleitet werden kann, das sich durch das oben aufgestellte Theorem 
integriren lälst. Die Bestimmung der willkürlichen Functionen erfordert 
dann weiter die Integration einer gewöhnlichen lineären Differentialglei- 
chung erster Ordnung zwischen 22—1 Variabeln durch das System von 
n Gleichungen, oder zwischen 22— 2 Variabeln durch das System von 
n— 1 Gleichungen, indem man eine der Variabeln, was erlaubt ist, con- 
stant setzt. Wie nun aber diese letztere immer und allgemein geleistet 
werden kann, ist erst durch die berühmte Pfaffsche Arbeit den Analy- 
sten kund geworden. Wenn gleich also im Allgemeinen das Problem 
immer nur durch dıese schliefslich gelöset werden kann, so schien es 
uns doch der Mühe werth, die Lagrangesche Methode so weit zu ver- 
folgen, wie sie zu führen ım Stande ıst. — 


S. 
Es sei x eine Function von x, x, ...., x”, und man setze die par- 
n re er 
j  lfiranttale . ox\__ ,, fO&2\_ „u De 
tiellen Differentialen von x: ( =)=P, (: =)=p ee (,)= pi", 


wo, wenn x undA irgend zwei Zahlen aus derReilie 1, 2, 3,....., n be- 
u . op“) ee . . ö 
deuten, bekanntlich immer ( Pr) z=2 (2) ist. Es sei nun die Gleichung 
nein / dd f ‘ 7 Y 
ud... ET yııcooy 7”) 
zu integriren. Differentiirt man diese Gleichung in Beziehung auf x‘, 
und setzt 
(==) BR E =“ a e P"\ E u ( öp‘ (@ = ( E r) 
0x PT C x — EZ ı . 0x zu oO.’ Ki Wi 6x ra dam N) 


so erhält man: 


/ 


un; 
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en 


+) tr 


OX \vx op 0X 


Eben so erhält man, wenn man die gegebene Gleichung in Beziehung 


ce An’ An’! In!!! a 7, 
[vn op C 18, ep 
auf x’ differentiirt und (= =) ui pe", (‘ m) == © 2), (2) zu (- E) u. 
‘ 0. 0x 0x 02" 
Ss. Ww. Seizt: 


OxXx 
(9) - (dr) =(2).0) 4) +) 


U O&X Ü p 
Achnliche Gleichungen erhält man in Bezug auf x’, x“, ...., x”. Be- 
merkt man nun noch die identische Gleichung: 


er) = 


op 
20). 
> Ox + ep“ ox'' + FR + p ’ Or) ’ 
so erhält man, wenn man der Kürze wegen 
rl) 4) 
p (& 9‘ ;r 4....+p» HP 
setzt, ın Allem en n-+ ı Gleichungen: 


P=(5t).( 5) + (= = h)- (= )+- + 3) (Zu 

















P 











) 
re) =) C++) 
EN EHEN EEE) 


tr) 

COX x") op Da ' Napa da op x” 
Diese 2-1 partiellen Differentialgleichungen haben die Eigenschaft, dafs 
in jeder nur die partiellen Differentiale einer Variablen vorkommen, 
in allen aber die Coefficienten der nach derselben Variablen genomme- 
nen Differentiale dieselben sind. Sie gehören also zu denen, welche das 
oben aufgestellte Theorem integriren lehrt. Zu diesem Ende hat man 


das System folgender 22 gewöhnlichen Differentialgleichungen aufzustellen: 


a’ ah. p at {A 1 p° a)  Lop\. 
P u — A a5 y) .. nn 2. er ’ .„....?9:9 — Ann — a "7. )) 
(6) => 6) P\ J 











0x op’ 0x op” 
pir' r (5? 7) — (< ?), p per” PP u( 2) (3 2): 
0x / ox= pP 0x 7”) 1 
op 





22 SA 2 RR 2 5: 
a IPR8 Oo / Ex PO SD) Au 


Crrlle’s Journal. II. Bd. 4. Bft, 
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Aus diesen Gleichungen folgt: 
dt ct . od rn of a 
(2) 02+ (rl) +... +) 
0X 0X 0X 00h} 
Op 
‚)i op’ 4t.. +): cp‘ )=0 


ku er: 
) 
+) + 
woraus man sicht, dafs die gegebene Gleichung 9 = 0 eine der 22 Glei- 
chungen ıst, welche diese Differentialgleichungen integriren. Es seien 
die 22 —1ı anderen: 

d,=L0, Q,=L,, 9, =, u Den-ı — Ua, 
wo G,, 05, 035 22.05 O,, die wıllkürlichen Constanten sind, ®,, ®,, » - » 
“005 Dan aber diese nicht enthalten. Bedeuten nun IL, IL,...., I, 
Functionen von ©,, P,5 + +. +5 Pan, SO giebt dasSystem der 241 par- 
tiellen Differentialgleichungen 1, integrirt, Gleichungen von der Form: 

a0, eo, md, ..:,. MR, 
J) 

Das System der 2-+1 partiellen Differentialgleichungen II. wurde 


aus der Bei gebenen P=0 abgeleitet, vermittelst der Eigenschaft der Grö- 


os 


A A dafs sie dıe partiellen Differentiale von & sind. 


Es läfst sich aber aus dıesem $ Systeme partieller Differentialgleichungen 


nıcht rückwärts folgern, dafs p = ( ns pP), re =(£): 
Geschieht nun jenem Systeme Genüge durch die Gleichung @=0 und 
durch ırgend 2 Gleichungen zwischen den Größsen ®,, D,; : : +, ®y 

so kommt es jeszt darauf an, diese Gleichungen so zu bestimmen, dafs 


immer auch rückwärts die Gleichungen 


’ — Pr [> m) = 
> 2 e ) mm r ” . . ) — 2 er 
/ (5 ? / ( x , u / oc) 


folgen, welche Gleichungen man in die eine Gleichung: 
— p' C a 4 p” Ö zz’ -. u 1. p“” © 2) 


zusammenfassen kann. 


10. 
Da die Aufgabe durch z2 Gleichungen zwischen den Gröfsen ®,, 
Dis 22445 ©, gelöst wird, so läfst sich a priori schliefsen, so wıe La- 
srange für den Fall von drei Variabeln thxt, dafs die Gleichung 
ox = pox per" .... + p” cr 


sich in eine andere müsse verwandeln lassen, welche blofs die Gröfsen 
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O5 ©, : +. +5 Ds, enthält. Wir wollen dieses aber noch a posteriori 
beweisen. 

Zu diesem Ende betrachte man 22 von den 2r-+1 Variabeln x, x’, 
ey PP 0, pP”, z B. alle aufser x als Functionen 
der übrigen x und der Gröfsen ®,, Ds> » » » 5 Dani. Unter dieser Vor- 
aussetzung verwandelt sich die Gleichung 


— p‘ Ö ac’ - p“ ra ga’ u im - p” 0x”) 





ın folgende: 








‘ nt Or’ ” Ort! 0a 
ee) rt +) 
= , c ) R 4 0x ) 2 ei) N 
ep ? ( Pi mp Ü; 3 En I. ( =) 
r f (4e3 (< “) (m) ax“ } 
zo hl) el) + el) 


n 








r’ , fl 02) 
+90 (5 E —)+ Pi )+ Er Be 
welche wir der Kürze halber mit 
oc = Acx+P09,+P,00,4....+ P._.% Oan-ı 
bezeichnen wollen. 

Die partiellen Differentiale nach x können leicht durch die Betrach- 
tung gelunden werden, dals man, um sıe zu erhalten, ©, ®,....®,_, 
constant zu setzen hät; indem man, wenn man diıe blofs nach eıner Va- 
rıabeln genommenen partiellen Differentale sucht, inzwischen die übri- 
gen als Constanten betrachtet. Für diesen Fall gelten aber die Differen- 


2,0 5 
tialgleichungen ın (8.): 


r N ep - u ot . 
Pe Pox’ Le RT in — (. a7 x, 
C O7 ur 


p cp ) 
u ( Ct I: Mn I, / de } = 
Pay ee) HEN Bann he) + Ein 
wo | ; 
FERNEN O6 „,(n) Ar 
le r(C ne) (z p’ )+ et Gr) 


Man hat daher 


0x og pP oa (CP pP 0x") 04 
P — er b) pw -— n u y a SEE u 7 17T Se; — AN x ) b) 
0x C pP EX ( P OxX ( p 








Pe ed), FRE) = ed) 


[6 Fr 3 
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Hieraus folgt: 


' ‚[0x ox’ a 
retten) 


0x 
Es reducirt sich also die Gleichung 


oxc = No x4+P,0@, + P,09, + ....+ Po 0 On 
— P299,+P99,-+....+ P,._90,_- 


blofs auf 


11. 
Ich will nun zeigen, dafs in den Ausdrücken P,, P,, «+; Perez % 
nur in einem, allen gemeinschaftlichen Factor vorkommen kann. Difle- 
rentiirt man nemlıich 


retten) 


04% Op; 0%; 


.. oP 
nach x, so erhält man (—) = 
UÜX 


E 2) 2 =) ( ar) ' 
/ ö 7 E m‘ « 

D out ) Zr Tee re s u 
Meter) 
| Of: | 


+ (°P) va a en 4 Re er 


(ai E). (SE )-Hl3E) vo e a ey 
—N09,/ \0x + Ci 0x Ks 09,/ \0x J 

j IX r oe j 
Der erste Ausdruck ıst = Ben —0, da XÄ=1ı. Substiturt man in 
die beiden anderen die in (10) für die nach & genommenen partiellen dif- 











s . oP, 
ferential gegebenen Werthe, so wird (=) = = 
be) 0x 


BER EEE DE 
A N, m. 0 ae 
Ic > Ic ) 7 7”) 2) 
tee 
indem der in Klammern eingeschlossene Ausdruck, als genaues Differen- 
tiale, von ® nach 9,, wegen P==0, ebenfalls verschwindet. 


4 ® D Pr P ri > 
So wıe Be = 5 Er so findet man allgemein 


0x 0x/ P’ 


2). tl 
P, ur JR: 7 Deus P._,0x —— P' 0x)’ 








woraus Aurch Integration in Beziehung auf x folgt: 
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NG: 
u ET 
r ze Pie ww ’ 


= F, “ (5) ” 


L; 
P,==P,;, P G dar 
wo F,F,.:..., Fa, kein x ii Dividirt man also durch 


B Sr» 


so verwandelt sıch die REN 
oc = p’o0x ın'ox“ +... tp" oa” 

ın 0 =F09,+%09%, +... +fa-190a-ı 

wo Fi, I, - +. Fan-ı blofs Functionen von ®,, ©, ...., Py,_., sind. 
Diese letztere Gleichung ist nun durch ein System von n Gleichungen 
zwischen ©, Ds, »* ++, Prn_, Zu Integriren; was immer vermittelst der 
Pfaffschen Methode möglich ist. Ich werde diese in mehreren Abhand- 
lungen besonders behandeln, wo ich auch diesen Gegenstand wieder auf- 





zunehmen gedenke. 
Den 1’!ten August 1877, 














32) L. Raabe, Untersuchung über die Directrixen der Curven. 


32. 
Untersuchung über die Directrixen der Curven. 


(Von Herrn L. Raabe zu Wien. ) 





R. 


Nimmt man für eine gegebene ebene Curve einen Punct, der in der 
Ebene derselben sich befindet, als fix an, und nennt Radiusvector jede 
Gerade, die von diesem Princte zu den Peripheriepuncten der Curve 
geführt wird, so wird jede andere Curve Directrix der gegebenen 
genannt, für welche die aus den Peripheriepuncten der gegebenen Curve 
an dieselbe gezogene Normalen, der Gröfse nach den entsprechenden Radın- 
vectoren gleich sind. So ist, wenn die Parabel als gegebene Curve und 
ıhr Brennpunct als fix angesehen wird, jene auf der Axe der Parabel 
errichtete senkrechte Gerade, die aufserhalb der Parabel ın der Entfer- 


nung des vierten Theils des Parameters von dem Scheitel fällt, die Di- 
rectvix der Parabel. Diese Directrix für eine jede gegebene ebene Curve 


y Tr 


zu finden, und das Umgekehrte, nemlich für eine jede gegebene Di- 


rectrix nebst lixem Punot, die enisprechende Curve zu finden, soll den 
inhalt gegerwärliger Uniersuchung ausmachen, 


Ist der erwähnte uxa Puncet der Anfangspunct eines geradlinigen 
y . AN y ® P ” & . .. . ” en 2 
senkrechten Coordinatensystems, so sei die Gleichung der gegebenen Curve, 
FE Anne F’aamdınat serntann ' 3 wor en ny 
auf tleses LoVOorTulmätensvstlein DEZUZEN, von der Form: 


DD Ja, Y) =0, 


wo x und y die Coordinaten irgend eines Punctes der Peripherie der ge- 
. a ’ rı “4 7 . * . . 
sebenen Curve vorstellen. Trift nun die aus diesem Puncte auf die 


zu suchende Directrix gefallis Normale, dieselbe in einem Puncte, dessen 


Y ; Bi . y er ” mn . = “ ge ” 
Coordinaten £ und v Segen das festgesetzte Coordinatensystem sind, so 


y 


i . ir: a ee w 
ıst die Lieicilung wer INOTrMAaio: 
be] 


’ITN\ . Ba, on EN 
AT (y— v)v _- (CE = 0 


\ ? 


on . 1,3 . dv . . . 
Iılferentialeoefhic:!erten TE der Directrix vorstellt. 


an 


wo v den } 


Endlich mufs noch die Bedingung Statt haben, dafs die Gröfse der 


zwischen den beiden Puncten x, y und £, v enthaltenen Normale, gleich 


werden soll dein Radıiusvector, oder der Geraden, die zwischen dem An- 











L. Raabe, Untersuchung über die Directrixen der Curven. 331 


fangspunct der Coordinaten und dem Punct x, y enthalten ist. Es mufs 
daher noch folgende Gleichung: 

U) P+v=2($x-+vy) 
Statt haben. Aus diesen drei Gleichungen die Coordinaten x, y eines 
besonderen Punctes der Curve (I) eliminirt, erhält man eine Differential- 
gleichung der ersten Ordnung zwischen £, v, v/, deren Integral die ge- 
suchte Directrix geben wird. 


2 
Wäre aber die Gleichung der Directrix gegeben und zwar von 


der Form: 
(IV) @(&v) = 0, 
auf dasselbe Coordinatensystem bezogen, von welchem wir im vorherge- 
henden Paragraph Gebrauch machten, so dürfte man nur, um die entspre- 
chende Curve zu finden, aus der letzteren Gleichung den Werth von v’ 
suchen und solchen in die Gleichung (II) substituiren, und dann vermit- 
telst der so erhaltenen Gleichung (li) und der Gleichurgen (III) und (IV), 
die Coordinaten &, v eliminiren, wo dann als Resultat der Blimination 
die Endgleichung der entsprechenden Curve hervorgehen würde. 
3 

Man sieht aus dem Vorhergehenden, dafs es keine Schwierigkei- 
ten hat, zu einer Directrix die entsprechende Curve für einen gegebenen 
fixen Punct zu finden, indem das ganze Verfahren auf einer einfachen 
Elimination beruht; hingegen hängt das Problem „zu einer gegebenen 
Curve eine Directrix zu finden,” wie bereits erwähnt wurde, von der 
Integration einer Differeniialgleichung der ersten Ordnung ab, welche in 
sehr vielen Fällen unüberwindliche Hindernisse hat. Wir wollen daher 
bei sich darbietenden Problemen, statt der Integration nur das singuläre 
Integral der vorliegenden Difierentialgleichung suchen, welches dieselben 
Dienste gewähren wird, wie das vollständige Integral. Denn es stelle 

F(&Ev o)= 0 

das vollständige Integral der bereits erwähnten Differentialgleichung der 


Directrix vor, wo @ die durch Integration eingeführte willkürliche Con- 
stante ist. Für jeden besonderen Werth, den man der Constanten « bei- 
legt, erhält man eine andere Directrix der Form und Lage nach; alle 
diese Directrixen aber werden den durch die Gleichungen (II) und (IM) 
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ausxesprochenen Bedingungen Genüge thun, daher auch die, sämmtliche 
Directrixen einhüllende Curve (da sie in jedem ihrer Puncte eine gemein- 
schaftliche Tangente, daher auch mit der ihr entsprechenden Directrix, 
eine gemeinschaftliche Normale hat) den Bedingungen (Il) und (II) Ge- 
nüge thun wird. Wir haben mithin nicht mehr nöthig, die Directrix 
selbst zu suchen, sondern nur die einhüllende Curve sämmtlicher Direc- 
trıxen, dıe durch die Veränderlichkeit des Parameters «@ entstehen. Nun 
stellt die aus einer Diflerentialgleichung zwischen zwei veränderlichen 
Gröfsen erhaltene singuläre Auflösung, nichts anderes als die Einhüllungs- 
curve sammtlicher Curven des vollständigen Integrals vor, die durch die 
Annahme, dafs eın Parameter @ veränderlich ist, entstehen. Daher re- 
ducirt sich das Verfahren auf folgendes. Die Werthe für x und y aus 
den Gleichungen (II) und (Ill), nemlich: 


(v2 — &2)wv 498% 








= r 

v 2(w— Ev) 

N (v2 — 57)—2Evv’ 
Bu 2(v—&v) ® 


substituire man in die Gleichung (1); dadurch erhält man eine Differen- 
tialgleichung von der Form: 
v (& v, v‘) =o0. 

Für diese Gleichung suche man eine singuläre Auflösung; so stellt 
die so erhaltene Relation zwischen & und v eine Curve vor, welche die 
Eigenschaften, dıe wır an der Directrix gesucht haben, mit ihr gemein 
hat. Die auf diesem Wege erhaltene Curve werden wie zum ÜUnter- 
schiede der eigentlichen Directrix, Curve der Directrixen nennen. 


4. 

Wir wollen das Vorhergehende auf einige besondere Fälle anwen- 
den. Es sei die gegebene Curve eine Linie der zweiten Ordnung. Der 
fixe Punct sei ein Brennpunct derselben, und die Axe der x scı die grö- 
[fsere Hauptaxe dieser Linie. Dann hat man zur Gleichung derselben: 

Je y)=eR+ty—pter’=o0, 
wo > der halbe Parameter der Curve ist, und e das Verhältnifs der Ex- 
centrieität zur grofsen Axe. Setzt man in die letzte Gleichnng die 
Werthe für x und y aus den Gleichungen (V), so ist die Differential- 
gleichung: 
LEvv) = {2pv + 2eiv— [apb— ev’ — 2)] vr (14V) EV? =0. 
Aus 
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Aus dieser Gleichung die singuläre Auflösung gesucht, ergiebt sich: 
1) (E+W)Aa—e) = kepg+ ap. 

Diese Gleichung gehört im Allgemeinen einem Kreise zu, dessen Mittel- 
punct in der Axe der x liegt, oder in der gröfsern FHauptaxe der Linie 
der zweiten Ordnung, und zwar, wie sich durch eine sehr einfache Trans- 
formation der Coordinaten zeigt, in dem zweiten Brennpuncte dieser 
Linie der zweiten Ordnung. Diesen Kreis wollen wir für eine jede 
Curve insbesondere, die sich zu den Linien der zweiten Ordnung zählt, 
betrachten. 

I. Wenn die Linie der zweiten Ordnung ein Kreis ist, so fallen 
beide Brennpuncte zusammen, und die Curve der Directrixen mufs ein 
concentrischer Kreis sein. Setzt man nemlich in der letzten Gleichung 
e = 0, 50 stellt p den Halbmesser des gegebenen Kreises vor, und die 
Curve der Directrixen wird dann durch folgende Gleichung: 

E+V—=4p 
vorgestellt, also ein concentrischer Kreis von doppelt so grofsem Halb- 
messer, welches die Natur der Sache ganz mit sich bringt. 

II. Die Linie der zweiten Ordnung sei eine Parabel; da liefse sich 
ebenfalls sogleich die Gerade als Curve der Directrix vermuthen; denn 
der zweite Brennpunct der Parabel befindei sich in einer unendlichen Ent- 
fernung, daher die Krümmung des Kreises, welcher die Curve der Di- 
rectrixen vorstellen soll, unendlich grofs sein mufs, oder eine Gerade. 
Setzt man nun in der vorletzten Gleichung e=1, so hat man: 

E er 
als Gleichung der Curve der Direcirixen einer Parabel. Diese Gleichung 
stellt eine auf der Hauptaxe der Parabel senkrechte Gerade vor. Diese 
Gerade fällt wegen des negativen Zeichens aufserhalb der Parabel in dem 


Abstande p von dem Brennpuncte, oder in dem Abstande 7 von dem 


ni 


Scheitel der Parabel, welches bekannt ıst. 
II. Die Curve der zweiten Ordnung seı endlich eine Ellipse oder 


Hyperbel. Dann stellt die Gleichung (1), oder 

u 4ep 4p* 

2 a9 um 

e+V m Er 
die Curve der Directrixen vor. Da aber die Ellıpse sowohl als die Hy- 
verbel zwei Brennpuncte hat, so haben diese Curven der zweiten Ord- 
nung zwei Curven der Directrixen, welche Kreise sind, deren Mittelpuncte 
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die Brennpuncte sind, und deren Radieu, wie leicht zu sehen, gleich den 
grofsen Axen der Ellipsen oder Hyperbeln sınd. 

Diese hier auf analytischem Wege gefundenen Resultate, lassen sich 
noch leichter auf synthetischem Wege zeigen; welches wir aber hier 
über sehen. 

Aus dem vorhin gewählten besonderen Falle sieht man, dafs sämmt- 
liche Curven der zweiten Ordnung, wenn einer ihrer Brennpuncte der 
fixe Punct ist, Curven der Directrixen zulassen, wıe bei der Parabel. 
Meines Wissens war eine solche Curve der Directrixen, unter dem ein- 
fachen Namen der Directrix, nur bei der Parabel bekannt, und die übri- 
gen Liinien der zweiten Ordnung scheinen von dieser Eigenschaft aus- 
geschlossen zu sein. Durch das so eben Gezeigte sieht man, dafs die 
Gerade die bei der Parabel die Eigenschaften der Curve der Directrixen 
hat, nur ein besonderer Fall eines Kreises ıst, üessen Halbmesser für die 
Parabel unendlich grofs ist, und hiermit theilen sämmtliche Linien der 
zweiten Ordnung diese Eigenschaft, eine Curve der Directrixen zu haben. 

Mit Hülfe einer solchen Curve der Directrixen lassen sich sämmt- 
lıche Linien der zweiten Ordnung zeichnen, wovon man sich leicht über. 
zeugen kann. 

Ganz auf demselben Wege findet man, dafs die Curve der Direc- 
trıxen der Linien der zweiten Ordnung mit einem Mittelpuncte, wenn 
der Mittelpunct der fixe Punct ist, durch folgende Gleichung: 

+ = u@E+ bw) 
gegeben ist, wo a und 5 die halbe grofse und halbe kleine Axe der Li- 


nien der zweiten Ordnung vorstellen. 
Da es keine Schwierigkeit haben würde, für jede beliebige Curve 
und irgend einen fixen Punct die Curve der Directrixen zu finden, so halte 


ich mich mit Aufführung mehrerer anderer besonderer Fälle nicht auf: 
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Beweis des Harriotischen Satzes *). 
(Vom Herrn Dr. J. A. Grunert zu Torgau. ) 





al 1. 
Der bekannte Harriotische, eigentlich Cartesische Lehrsatz 


streitig zu den merkwürdigsten und wichtigsten Theoremen d 


ehört un- 


33 


«“ 


»r Algebra. 


© 


Mehrere Mathematiker haben Beweise desselben zu geben versucht, von 
denen mir aber keiner den Grad von Einfachheit und Deutlichkeit zu 


haben scheint, welcher ıhn zur Aufnahme ın die Elemente eignete. Ich 





”) Da der Beweis dieses Satzes jezt öfter zur Sprache kommt, so setzt der Herausgeber den 
von ıhm in seinem „Lehrbuch der Arithmetik und Algebra, Berlin 1825, bei Reimer,” $.523. 8. 621. 
nach Segner gegebenen elementaren Beweis zur Vergleichung hieher, 

Lehrsatz. Eine Gleichung kann nicht mehr negative Wurzeln haben 
als Zeichenfolgen, und nicht mehr positive Wurzeln als Zeichenwechsel. 

Beweis. Man multiplicire z. B. die gegebene Gleichung 

Ze" Latin”... +9r=o, 
deren Coeflicienten &, #,y »... » theils positiv, theils negativ seyn mögen, mit x-+p, so erhält man 
Alık+try)=o 

Diese Gleichung hat nothwendig alle WVurzeln der gegebenen Gleichung und anfserdem noclı 
die Wurzel —p. Denn.äus-X(x +2) = o folt Ko vnd x-+p.=0. Der Factor. A = 0 
ist die gegebene Gleichung selbst, und hat also alle ihre Wurzeln, und x+ p=o giebt noch die 
neue Wurzel x =—p. Die Gleichung N(x-+p) = o bat also eine negative WVurzel mehr, 
wenn p positiv, und eine positive \WVurzel mehr, wenn p negativ ist, 

l. Es sei zuerst p positiv, so dafs 

A(x+tp)=o 

eine negative \WVurzel mehr hat als die gegebene Gleichung. 

Nun nehme man beispielsweise an, die Zeichen der Glieder des Polynomiums X der gegebe- 
nen Gleichung wechselten wie folgt: 

++ -=- = +--+-+++-+4++-+-+- 

Multiplicirt man dieses Polynomium mit x + p und schreibt die Glieder, welche gleiche Po- 

testäten von x enthalten, um sie zusammenzuziehen, unter einander, so erhält man 
(1 23456 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19 0 21 22 3 24) 

. X =++--- +4+-- 4+-44+- +4++++-+-+— 

2. AÄp = ++--- +--+—- ++r+7-++++-r- +— 


_. 





(Die Zahlen über den Zeichen dienen blofs, die Glieder bequemer zu benennen.) 
Die Glieder der einzelnen Gröfsen Xx und AÄp haben nothwendig derReihe nach die nem- 
lichen Zeichen, wie die Glieder der Gröfse X, weil die beiden Multiplicatoren x und p positix 


sind. Aber die Gröfse Xp rückt mit allen ihren Gliedern um eine Stelle weiter rechts, weil is 


y . . - a . * . 
allen Gliedern d’e Exponenten von x um 1 niedriger sind, 
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mufs gestehen, dafs ich durch Segners am meisten bekannt geworde- 
nen Beweis nie ganz überzeugt worden bin, und auch schon Kästner 
meinte, daft eine vollständige Entwickelung desselben in grofse Weitläu- 
fiskeit führen müsse. Die Beweise von de Gua, Aepinus und Käst- 
ner sind aus der Differentialrechnung und Theorie der Curven geschöpft. 
Der von Herrn Dr. G. E. Fischer in seiner gründlichen Inaugural- 
Schrift geführte Beweis, ıst auf Gleichungen mit lauter reellen Wurzeln 
eingeschränkt, und beruht auf der Theorie der derivirten Functionen, 
welche doch eigentlich mit der Differentialrechnung zusammenfällt. Ich 
wünsche, dafs der folgende Beweis, welcher mit keinem der mir bekannt 


gewordenen Beweise etwas gemein hat, den Namen eines elementaren 
verdienen möge. 





Daraus folgt, dafs überall, wo Xx und folglich X zwei gleiche Zeichen hinter einander, oder 
eine Zeichenfolge hat, das nemliche Zeichen unter das zweite Zeichen der Folge zu stehen 
kommt, hingegen, dafs wo in Xx oder in X ein Zeichenwechsel ist, nothwendig unter dem zwei- 
ten Zeichen des Wechsels das entgegengesetzte Zeichen sieht. Z. B. unter dem zweiten Zei- 
chen (?.) der Folge + + (1, 2) steht nothwendig für Xp das Zeichen +, weil es von dem er- 
sten gleichen Zeichen der Folge (1.) herrührt. Unter dem zweiten Zeichen (4.) der Folge — — 
(3, 4) steht nothwendig das Zeichen —, weil es von dem ersten Zeichen der Folge (3.) herkommt 
u. 5. w. Hingegen unter dem zweiten Zeichen (3.) des WVechsels + — (2, 3) steht nothwendig für 
A p das Zeichen +, weil es von dem ersten Zeichen des \WVechsels (2, 3) herkommt u. s. w. 

Also stehen nothwendig so vielmal gleiche Zeichen untereinander, als die Gröfse X Zei- 
ehenfolgen hat, und so vielmal entgegengesetzte Zeichen, als sie Zeichenwechsel hat, 

\WVo aber gleiche Zeichen untereinander stehen, hat unzweifelhaft auch die Summe der 
Glieder, folglich das darunter stehende Glied des Productes das nemliche Zeichen. \WVo hinge- 
gen verschiedene Zeichen übereiander stehen, kann das Zeichen der Summe sowohl + als — sein, 
weil es darauf ankommt, welches Gliedes Coeflicient der gröfsere ist, so dafs also dann das Zeichen 
des darunter stehenden Gliedes des Products ungewifs ist. Mithin sind die unter gleichen Zei- 
ehen von Ax und Xp stehenden Zeichen des Products unzweifelhaft und den gleichen Zei- 
chen selbst gleich, die unter ungleichen Zeichen stehenden Zeichen hingegen sind ungewifs, 

Nun mögen aber die ungewissen Zeichen des Products sein, was sie können: nie können 
sie mehr Wechsel haben als die darüber stehenden Zeichen der Gröfse X selbst. Denn dir 
unzweifelhaften Zeichen des Products, van welchen die ungewissen eingeschlossen werden, sind. 
wie oben bewiesen, den gerade darüberstehenden Zeichen der Gröfse X gleich, wie z.B. 2 und 4 
5 und 8, 8 und 1? u.s. w., und zwischen diesen Zeichen der Gröfse X liegen so viel \Vechse! 
als möglich, weil zu jedem Wechsel ein ungewisses Zeichen im Product gehört, und also, wenn 
mehrere \Vechsel möglich wären, auch mehrere ungewisse Zeichen als wirklich da sind, vor- 
handen sein müfsten. Also können zwischen den nemlichen einschliefsenden Zeichen im Pro- 
duct nicht mehr \Vechsel liegen, als zwischen den darüber stehenden Zeichen der Gröfse X, weil 


sich dort so viel VVechsel befinden als möglich. Die unzweifelhaften Zeichen des Products 
sind ferner die darüber stehenden Zeichen der Gröfse X selbst. Also können sämmtliche Glieder 
des Products, so weit sie von unzwoifelhaften Zeichen eingeschlossen werden, nie mehr Zeichen- 
wechsel haben, als die darüber stehenden Glieder der Gröfse X, 
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P und P’ seien immer Funetionen von der Form: 


Ax"+ Bart... + Nat Nat 4 Ne”, 

wo die Coefficienten aufser dem ersten, welcher immer als positiv an- 
genommen wird, positiv oder negativ sein können. Das Zeichen eines 
jeden Gliedes wird blofs durch das Zeichen seines Coefficienten bestimmt. 
Eine Folge heifst überhaupt das Aufeinanderfolgen zweier gleichen Zei- 
chen, wie ++ oder ——, ein Wechsel dagegen das Aufeinanderfolgen 
zweier ungleichen Zeichen, wie + — oder ——+. Zunächst kommt es 
nun auf den Beweis des folgenden Satzes an. 





Das erste und das letzte Zeichen des Produets sind aber, wie leicht zu sehen, immer unzwei- 
felhaft: sie sind dem ersten und letzten Zeichen der Gröfse X gleich. Also werden alle Zeichen 
des Products von unzweifelbaften Zeichen eingeschlossen, und folglich kaun das Product, obgleich 
mehr Zeichenfolgen, wenigstens nie mehr Zeichenwechsel haben, als die Gröfse X. 

Das Product hat aber ein Glied, und folglich ein Zeichen mehr als die Gröfse X, 
folglich mufs es nothwendig eine Zeichenfolge mehr haben als sie. 

Daraus folgt, dafs, wenn zwei Gleichungen wie die obigen, X = o und A(x+p) = 0, beide 
die nemlichen Wurzeln haben, die Gleichung XA(x+p) = o aber noch die negative Wurzel —p, 
mehr hat, das Polynomium Atx+p) nothwendig wenigstens eine Zeichenfolge mehr 
haben mufs, als das Polynomium X. 

Nun setze man, eine gegebene Gleichung wie X=o habe die z negativen Wurzeln 
— Pıs — Pas —P3 - +. —p,„, und aufserdem vielleicht auch noch positive oder unmögliche 
Wurzeln, su läfst sich ihr Polynomium X durch 

X = P(ix+p)& tr) 4+P3)..-. (x +P,) 

ausdrücken, wenn P dasjenige Polynomium bedeutet, welches die übrigen positiven und unmög- 
lichen Wurzeln enthält. Von welcher Art nun auch das Polynomium P sein mag: immer muls, 
wie bewiesen, das Product P(x+p,) wenigstens eine Zeichenfolge mehr als 7, also 
das Product P(x+p,)(x +72) wenigstens eine Zeichenfolge mehr als P(x-+p,) und f.lg- 
lich wenigstens zwei Zeichenfolgen mehr als P, u. s. w., zuletzt also das Produet N = 
P(x-+pı) (x +P2):...(x+p,„) mothwendig wenigstens rn Zeichenfolgen mehr als P haben. Mag 
nun das Polynomium P selbst noch Zeichenfolgen haben, oder nieht: mindestens mufs X die 
n Zeichenfolgen selbst haben, sobald die gegebene Gleichung Ä= 0, rn negative WVurzeln hat. Um- 
gekehrt also kann auch die Gleichung X = o, wenn sie nur z Zeichenfolgen hat, nicht mehr 
als n negative Wurzeln haben; denn hätte sie mehr, so hätte sie nothwendig auch wenigstens 
eben so viele Zeichenfolgen. 

II, Es sei zweitens p negativ und gleich —g, so dafs also die Gleichung 


Xp—-g)=o 
eine positive WVurzel qg mehr hat als die gegebene Gleichung X = o, 


Man nehine das obige Beispiel und multiplicire mit x —g, so erhält man 
(1234567 89 1011 12 13 14 15 16 17 15 19 0 1 22 23 24) 





a = +4 nt tt tt tr rn 
2 X = -- +44 - + + - 4 - min ont tor 
. Lg) + +-tr+r— tr Ar 23 rFrir- tr re t 
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3. 


Wenn « immer eine positive Gröfse bezeichnet, so hat 
#) das Product P(x + «) ımmer wenigstens eine Folge; 
2) das Product P(x — a) dagegen immer wenigstens einen Wechsel 

mehr als die Function P. 
4 

Um das Erste zu beweisen, nehme man an, dafs der Satz für jede 
Funetion Pmit Folgen richtig sei, so dafs also das dem Producte P(x-+«) 
gleiche Polynom, wenigstens / + ı Folgen hat. Nun sei P‘ irgend eine 


Function mit / 4 ı Folgen, und die Coefücienten ihrer letzten Giie- 


r 





Es ist leicht zu sehen, dafs hier in dem Product jedesmal unter dem zweiten Zeichen einer 
Folee von N\x oder X ein ungewisses, und unter dem zweiten Zeichen eines VWWechsels von 
X ein unzweilelhaftes, dem darüber stehenden Zeichen in X gleich«s Zeichen steht. Z.B. 
unter den Zeichen 2, 4, 5, 8, 12 etc., welche Zeichen von Folgen sind, siehen im Product un- 
gewisse Zeichen, und unter 3, 6, 7, 10, 11 etc., welche zweite Zeichen von Wechseln sind, ste- 
hen unzweifelhafte Zeichen, die den darüber treffenden Zeichen der ersten ‚Reihe gleich sind. 
Der Grund davon ist, dafs die Zeichen der zweiten Reihe denen der ersten entgegengesetzt 
sind, und also jedesmal unter das zweite Zeichen einer Folge ein von dem ersten, gleichen 
Zeichen derselben herrührendes entwegengesetztes Zeichen, und unter das zweite Zeichen eines 
\Vechsels ein von dem ersten entgegengesetzten Zeichen desselben herrührendes gleiches 
Zeichen zu stehen kommt. 

Nun fo'st ferner, auf ähnliche Art wie in (T.), dafs die unzweifelhaften Zeichen des Products 
nicht mehrZeichenfolgen, sondern nur vielleicht mehrZeichenwechsel einschliefsen können, 
; die gleichen, daruber stehenden Zeichen der Gröfse X, weil nemlich die letztern schon so viele 


Fo!ren einschliefsen als möglich. Und da nun wieder das erste und das letzte Zeichen des 


Products immer unzweilelhafte Zeichen sind, so folgt, dafs das Product überhanpt nicht mehr 
olgen haben kann, als die Gröfse X. Es mufs a!so nothwendig wenigstens einen Zeichen - 
wechse! mehr haben,’ weil es ein Glied mehr hat. 

Also hat das Polynomium einer Gleichung nothwendig wenigstens einen Zeichenwechsel 
melir als da, Polynomivm einer andeın Gleichung, die dieselben Wurzeln, aber eine positive WWur- 
zel weniger hat, Und hieraus folgt, auf ähnliche \Veise wie in (I.), dafs eine Gleichung, die z po- 

tive Wurzeln hat, mindestens n Zeichenwechsel haben mufs, und dafs also keine Gleichung 
melır positive WVurzeln haben kann, als Zeichenwechsel. 


Satz, die Grenzen der Zahl der positiven und negativen Wurzeln 


Dieser 
einer Gleichung an den Zeichen ihrer Glieder zu erkennen, ist für die Lehre von den Gleichungen 
sehr wichtig. Er rührt von Descartes ber, der ilın am Ende des sirbzehnten Jahrhunderts fand, 


Beweise giebt es von demselben mehrere. Der ubige, der in der Hauptsache mit dem von Segner 
übereinkommt, ist einer der einfachsten. Einen andern schönen Beweis findet man bei Lagrange, 
in der Theorie der Gleichnngen, im achten Zusatze. 

Der umgekehrte Satz findet übrigens natürlich nicht Statt. Es folgt keinesweges, dafs 
N 


eine Gleichung nothwendig so viele positive WVurzeln als Zeichenwechsel, und so viele ne- 


gative WVurzeln als Zeichentolgen haben müsse; es ist blofs bewiesen wurden, dafs sie deren nicht 


ın « hr habeır kann 








5 
= 


PR" 
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der seien: 
—,) be} —ı 
oe0000g 7% N, N, IV; 


so sind die letzten Glieder des Products P(x +4 a): 


—OD 


.. 


N +aN, NtaN, NtaN, an, 
wenn ımmer blofs die Coefficienten berücksichtigt werden. 
Man unterscheide jetzt folgende zwei Fälle: 
au) P’ habe zuletzt eine Folge, so dafs also N, IV einerlei Vorzeichen 
haben. 


Da nun P’ überhaupt f+ ı Folgen hat, so hat das Polynom 
P' — Na" 
nur f Folgen, und demnach wegen der Annahme 
/ TAN f 
(P'— Na”) (x + a) 
wenigstens /+ ı Folgen. Die letzten Glieder dieses Products sind: 


ı 


2 —,) 1 -2 
22 NtaeN, NtaoN, an. 
—ä 
N und N haben nach der Voraussetzung gleiche Vorzeichen; also, weil 
—L L 
e positiv ıst, auch Y4-0aN und «NV. Demnach enthalten die Reihen 
—?2 —; —ı — 1 
0. N+aN, NtLaN, N+aN; 
—Q2 —) 1 _ u 
0. XWtaN, N+taN, a, 
eine gleiche Anzahl von Folgen, so dafs also die erste, wie nach dem 


l 


obigen die letzte, wenigstens f-++1 Folgen enthält. Aber auch NWtaN 


rn | 


und @/Y haben offenbar einerlei Zeichen. Demnach geben diese beiden 


Glieder auch eine Folge, und die Reihe: 


—) —1ı —-ö =ı 
...., 4Y4-aN, Nt+aN, VW HtaN, al; 
d. ı. das Product P’(x + a), hat also wenigstens f-+ 2 Folgen. 


£®) FP’ habe zuletzt einen Wechsel, so dafs also N, N, ungleiche Vor- 


zeichen haben. 
—k —/I+ı 


Die letzte Folge finde statt bei /Y, /Y, so dafs nachher lauter 
Wechsel folgen. Also hat 


—I+ı — +2 
P'_ Not _— Net ....— Ni” 
nur f, und folglich nach der Annahme 
„it — +2 
(P' — Nat _ Net _....— Ne)(c+# 0), 
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wenigstens f+1ı Folgen. Die letzten Glieder dieses Products sind: 
+ —I—2 —k —k—ı —k 
2. Nt$aN, NtaM, an, 
wo also wenigstens f+ 1 Folgen vorkommen. Die letzten Glieder von 
P'(x + a) sind: 
—i—1 — +. —. —i—ı -i+ı —k —-k+2 —k+1 
,; N+aN, N+aN, NLaN, NHtaN, 
+3 —k+2 —. . —ı 
N-+aN, ...., N+taN, N-+taoN, aN. 
RE ’ 
Da nun /), /Y gleiche Vorzeichen haben, so ıst klar, dafs die Reihen 


—k-ı —k-2 —k —k—ı _. 
0.0. NtaN, N-+aN, oN; 
Js —k—2 —k —k-ı —Ii+ı — 
; N+aN, N+aN, N+taN, 
gleich viele, nemlich wenigstens f+ ı Folgen enthalten. 
+1 —k —i+2 Re 


k+1 
Gäbe nun Y+aNY, N-+aN in der Reihe für P’(x-«) keine 


Folge, sondern einen Weclisel, so mülste, wegen der Gleichheit der Vor- 


—k —/i+ı . 
zeichen von /Y, /Y, das Vorzeichen des zweiten Gliedes mit dem Ver- 
—k+2 —I+ı 


zeichen von /Y einerlei sein, weil, wenn es mit dem von /Y einerleı 


wäre, kein Wechsel, sondern eine Folge entstehen würde. Gäbe ferner 
+2 Fir —A-+3 +2 e 
auch Y+-a/N, N+alN keine Folge, so mülste das Vorzeichen des zwei- 


—ıi+2 
ten Gliedes, da das erste mit /Y einerlei Vorzeichen hat, dem Vorzei- 


N 
k- 


chen von X gleich sein. Man sieht, wie man auf diese Art weiter ge- 
—. 
hen kann. Gäbe es nun auch bis zu Y-+ a keine Folge, so müfste 


dieses Glied doch mit /V gleiches Vorzeichen haben, so dafs also NV -+« N, 
«N bestimmt noch eine Folge geben würde. Also hat P’(x-+«) auch 
in diesem Falle wenigstens /-+2 Folgen, und unser Satz gilt folglich für 
jedes Polynom mit f+1ı Foigen, wenn er für jedes Polynom mit f Fol- 


gen gılt. 
Für f= 0 ist nun die Folge der Zeichen entweder 
+ — 4 —- + —....+-, oder 
+ -+-+-..4+-+ 
Also für das Product P’(x + «) entweder 
: Mo Cheracns re Fre eh Ahern a f 
>» Li... + 
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EEE ER RE 
Ra DE Sprit ei! 

Gäbe es nun auch bis zum vorletzten Gliede gar keine Folge, so 
dafs also, weil das erste Glied immer positiv ist, die Zeichen bis zum 
vorletzten Gliede des Products mit den Zeichen der obern Reihe einer- 
leı wären, so würde sıch doch immer aus den beiden letzten Gliedern 
eine Folge, entweder — — oder + + ergeben, und das Product würde 
also immer wenigstens 0+ 1 Folgen haben. Demnach gilt unser Satz für 
jedes Polynom mit 0 Folgen, und ist also nach dem Obigen allgemein. 


w 


>. 

Der zweite Theil unsers Satzes verstattet eine ganz ähnliche Aus- 
führung. Man nehme an, dafs für jedes Polynom ? mit zo Wechseln, 
P(x—.a), wenigstens w-+ ı Wechsel habe, so ist zu zeigen, dafs für je- 
des Polynom P’ mit w-+ı Wechseln, Px—.«) wenistens +2 Wech- 
sel haben müsse. 

oa) P’' habe zuletzt einen Wechsel, so dafs also N, N ungleiche Zeı- 
chen haben. Demnach hat 
P'— Na”, 
nur w, und folglich nach der Annahme: 
(P'— Nx")(x — a), 
wenigstens w + 1 Wechsel. Die letzten Glieder der Producte 
P’(x—.a) und (PP— N”) (x — 0) sind: 


—L --2 —ı 
’ 


2 —)3 
..., N—aN, N—aN, N—aN, —aN; 


-2 —)3 —ı —? —ı 
.».0 8 .9 N—aN, IN mn alN, —ıaN. 


—ı 
Da N, N ungleiche Vorzeichen haben, so ıst klar, dafs immer 
—ı —1 


— aN mit N, also auch mit N— «N, einerlei Vorzeichen hat, und 
dafs also, wenn man von der ersten der obigen Reihen das letzte Glied 
unberücksichtigt läfst, diese beiden Reihen gleich viele, nemiich nach 
dem Vorhergehenden, wenigstens »-+ 1 Wechsel enthalten. Nun hat 


aber V— al einerlei Zeichen mit \, —aN dagegen das entgegenge- 


—ı 
setzte; also geben die Glieder N—a/\, —aN noch einen Wechsel, und 


die erste Reihe, d. i. das Product P’(x«—a), hat demnach wenigstens 


w-+2 Wechsel. 
Crelle’s Journal. IL. Bd. 4. Hft, Ay 
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PP) P’ habe zuletzt eine Folge, so dafs N N gleiche Zeichen haben. 
-F 2 
Der letzte Wechsel trete ein beı /, N so dafs dann nur Folgen, 


also lauter gleiche Vorzeichen, statt finden. Das Polynom 


—k+1 — +2 
P' — Not Not _ ....— N» 
hat also nur w, folglich nach der Annahme das Product 


np np 
(P' — NV ar —_— N xt . u TE SE SE Tun N x”) (2 — 0), 


wenigstens w-+ 1 Wechsel. Die Coefüicienten der letzten Glieder dieses 


Products sind: 
—I—2 —k FR —k 


Wer Er v, N—an, — al; 


die Coeflicienten der letzten Glieder des Products P’(x—.«) aber: 


—k-ı — k—2 —k—1 — +1 —k —/i+2 —k+1 
. u. NV—alN, N—aN, NV—aNN, N—aN, 
—k+3 a . —ı 
Nadal P "u... R Yan, N—aN, — (N. 
—k —i+I z —/+1 —k ü —k+1 
Da N, N entgegengesetzte Zeichen haben, so hat V—aN mit X. 
—ı 
also mit — «N, einerleı Vorzeichen, und die Reihen 
—k—1 —k—2 —k —k-ı —h 
„ N-aN, N—aN, —aN; 
—I—ı —k—2 —k —/—ı —/+ı —k 


00 N—aN, N—aN, N—aN, 


enthalten also gleich viele, d. h. wenigstens +1 Wechsel. Gäbe nun 


„kr —k —i+2 —k+ı 1 j 5 
N—aN, N—aN keinen Wechsel, sondern eine Folge, so mülste, da 
—i+ı “ . 
das erste Glied mit N gleiches Zeichen hat, auch das zweite Glied mit 
—k+i —I+ı —k+2 


N, und folglich, da bei N der letzte Wechsel eintritt, auch mit N gleıi- 


i aa CB Pre n Ee  u 
ches Zeichen haben. Gäbe ferner auch Y—aN, N—ua/Y keinen Wech- 


—k+2 
sel, sondern eine Folge, so mülste, da das erste Glied und /V einerle: 
‚—k+2 ei... 2 i 
Ziichen haben, auch das letzte mit N, also auch mit /Y, einerlei Zeı- 
A 


chen haben. Gäbe es nun bis N—«aN keinen Wechsel, so müfste doch 


nach der gebrauchten Schlußart N—.a N mit /V einerlei Zeichen haben, 


—L 


und Y—a/N, —aN gäben daher bestimmt noch einen Wechsel, 
dafs P’(x— a) also ımmer wenigstens w +2 Wechsel hat, und unser 
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Satz demnach für jedes Polynom mit »-+1 Wechseln gilt, wenn er für 
jedes Polynom mit w Wechseln gilt. 


Für w=0 ist die Folge der Zeichen 
r+rtrr+r:..:Wentr 
da, weil wir das erste Glied, wie es zu unserm Zwecke verstaitet ist, 
als positiv angenommen haben, die Folge 
nicht vorkommen kann. Die Folge der Zeichen für das Product P(x —.«) 
ıst also: 


++ H+H+t +++ 


—  |— 
— | — | —  — 


und es erhellet augenblicklich, dafs, wenn es auch bis zum vorletzten 
Gliede keinen Wechsel gäbe, die beiden letzten Glieder doch den Wech- 
sel + — hervorbringen mülsten, so dafs also ım Producte immer we- 
nigstens O-+ 1 Wechsel vorkommen müssen. Da nun unser Satz für 
w=0 gilt, so ist er nach dem Obigen allgemein. 


6. 
Nun ist es leicht folgenden Satz zu beweisen: 


Die Zahl der positiven Wurzeln einer Gleichung ıst höchstens so 
grols als die Anzahl der Wechsel, die Zahl der negativen Wurzeln höch- 
stens so grols als die Anzahl der Folgen in ihrer Function. 


@«) Die Gleichung y= 0, deren erstes Glied als positiv angenommen 
werden kann, habe die positiven Wurzeln p/, p”, p'', ....,an der 
Zahl =>, se kann man bekanntlich voraussetzen : 

y=P(kx—p)(e—p)(e—p”).--- 
Habe nun ?P w Zeichenwechsel, so haben, nach dem Bewiesenen, 
die Producte 
P(@&—p)), P@&—p') (@—p"), P(e—p‘) @—p") @—p”) ete., 
wenigstens + 1, w +2, w-+3, .... Wechsel; also überhaupt y we- 
nigstens @-+ p Wechsel, so dafs also, wenn auch w= 0 wäre, die An- 
zahl der Wechsel in y doch nie <p ist, w. z. b. w. 


ß) Die Gleichung y = 0 habe die negativen Wurzeln —n‘, —n“, 


—n"',...., an der Zahl = n, so kann man setzen: 


y= Oct a+r)a+n)... 
44? 











[4 / Y . R ‚ 
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Ist nun die Anzahl der Folgen in (==f, so haben die Producte 

O@+m), O(@+m)(c+n"), O(&+ m) (c-+n")(c+n") ete, 
wenigstens / +1, +23, f+3, .... Folgen; also überhaupt y wenigstens 
f-+ nr Folgen, so dafs folglich, wenn auch f=0 wäre, die Anzahl der 
Folgen in y doch nie < ist, w. z. b. w. 


7. 

Der vorhergehende Satz gilt auch, wenn die Gleichung imaginäre 
Wurzeln hat. Hat aber die Gleichung lauter reelle Wurzeln, so ist im- 
mer dıe Anzahl der positiven Wurzeln der Anzahl der Wechsel, die 
Anzahl der negativen Wurzeln der Anzahl der Folgen in der Function 
der Gleichung. Dies ıst der eigentliche, sogenannte Harriotische Satz, 
der sich aber ın Harrıots Werken nicht findet, sondern zuerst von 
Descartes ın „Discours de la methode pour bien csonduire sa raison, 
et chercher la verite dans les sciences. Plus la Dioptrigue, les Meteores 
et la Geometrie, gui sont des essais de cette methode. A Leyde 1657 
p: 373,’ vorgetragen wird. Der Beweis ist nun leicht. Die gegebene 
Gleichung sei vom ten Grade, so erhellet augenblicklich die Richtig- 
keit folgender Gleichungen: 

ptn=m,v+f=m,ptn=w-+/f, 
wo die Buchstaben ihre frühere Bedeutung behalten. 
Wäre nun > nicht = w, so sei, da nach dem Vorhergehenden p 


nıe > w seın kann, 


p < uw. 
Also pH n—p>w+f—w, d. i. 2>w, da doch auch 2 nie > 


werden kann. Also ist y=w, woraus unmittelbar mittelst der obigen 
Gleichungen folgt, dafs auch n=/f ıst, w. z. b. w. 
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34. 
Ueber die Bestimmung der Rectascension und Dec!i- 
natıon eines Sterns aus den gemessenen Distanzen des- 
selben von zweı bekannten Sternen. 


(Von Herrn Prof. C. G. J. Jacobi zu Königsberg in Preufsen.) 





Die Bestimmung des Ortes eines Sterns aus seinen Distanzen von zwei 
bekannten Sternörtern ist ein Problem, das trotz scheinbarer Einfachheit 
kaum eine elegante, für die Berechnung bequeme Auflösung zuzulassen 
scheint. Es kommt dieses Problem, wie leicht zu sehen ist, mit dem- 
jenigen überein, wo man die Polhöhe eines Ortes aus den gemessenen 
Höhen zweier bekannten Sterne sucht, welches Krafft ım 13ten Bande 
der Petersburger Nasa Acta pag.477 sqq. und Gaufs in einer besonders 
gedruckten Abhandlung vom J. 1808 behandelt haben. Ich werde hier 
das Endresultat geben, aus dessen Complication man die Schwierigkei- 
ten ermessen kann, die dem Auffinden einer eleganten Methode der Be- 





rechnung im Wege stehen. 


Es seien &, @', &” die kectascensionen dreier Sterne S, 5’, $”, 
ö, 6‘, 6” ihre Declinationen; es sei D die Distanz von 8’ und $“, D’ 
die gemessene Distanz von 5“ und S, D‘ von S und 5’. Setzt man 


nun der Kürze wegen: 


/ u , D D'’—D’” / D D’—D’ , D’ D’—D 
(OB ED) (ED (BER in (EM) a6 


cos D’’— cosD cosD’ = A’, 
c0sD’ — cosD cosD"’ = A’, 














sın 


so finde ıch: 
1) sin D°. cos sın (2— 





a'+ 


a — a 





AN 
sın (0°’—0°) cos Fr) A+ sın er er coso’ A’ + 0050’ A), 


er er 


2) sın D°.cos 0 cos (« _ — 


sin (0° + 0°) sin (— — -) A +00 (°5 





at— af 








BAT, cos0’ A'+ cose"' A”), 


3) sin D’. sine = — c050’ 0050” sin (@’ N + sin © A’+ sıne A”. 
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Da & hier positiv oder negatıv genommen werden kann, so ent- 
halten diese Formeln, von denen zwei die dritte mit sich führen, die 
beiden möglichen Auflösungen der Aufgabe. — 

Zu diesen Formeln kann man auf folgendem kurzen und directen 
Wege ohne Beihülfe der sphärischen Trigonometrie gelangen. 

Man.nenne x, y, 2 die rechtwinkligen Coordinaten von S; x’, y’, z’ 
von 8; x, y’, 2” von 8°‘, ferner A, R’, R‘ die Entfernungen von $, 
5‘, 5°“ vom Anfangspuncte der Coordinaten, so hat man die drei be- 
kannten Gleichungen der analytischen Geometrie: 


x (y'z''—y''z‘) + y(z’a'—2'x') - z (ya y‘) —- RRR'L, 
xx +yy‘ +zz‘ > RR'A, 
xx + yy“ + 272” — EKR'A, 





bemerkt man noch die beiden bekannten Formeln: 
(ya yY'y’ + (y' zZ" —y' zZ + (2’0'—2z'' 2’)? R’ RU" sinD®, 
xx! )- yıy“ + z'z'' R'R' cos D, 
so folgt aus Auflösung dieser 3 Gleichungen nach einigen Reductionen: 


. x nd r” En ac’ A 
in = (ar et, 


II 





h a en =) 228 y"; 4 AU 
sin D R a ( R' AZ A > +75 RT | 
s 4 ac’y WR ar 4 2 „’ Au | 
sınd R = ( R’R" )A -r ++ RT P | 
Denkt man sich die Ebene des Be als die Ebene der x, y, 
und in dieser die yAchse so gelegt, dafs sie mit der Linie, von welcher 














; . “ A a a’ 
an die Rectascensionen gezählt werden, den Winkel a macht, so 





hat man: 

















> / N a; / 4 - 
== cosdsin(«— TH), = 0058 cos(a 4“), Z=sins, | 
e —= — cos0’sin > —) I — 005 0/ c08 mn ) Z = sinö’ 
_ Ali I) RT a 7° nr 
a ana. [ER e at’ — a’ Bei DIE, zu 
BR? = c05S0 5ın #) ’ R” = C0S 0‘ 'cos ( —*) ’ R”7 = sın . 


er 1 28 _ Ge LE a 

Die Substitutio sser Werthe » —_, —, — gefundenen 
Jıe Substitution dieser Werthe ın die füı BTERS e 
Ausdrücke giebt die zu Anfang aufgestellten Resultate. 


Den ?0sten August 1827. 
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3 
Ueber die Pfaffsche Methode, eine gewöhnliche lineäre 
Differentialgleichung zwischen ?z Variabeln durch ein 
System von z Gleichungen zu integriren. 


(Von Herrn Prof. C. G. J. Jacobi zu Königsberg in Preufsen. ) 





Erste Abhandlung. 


1. 
welche unter denen der Berliner Aca- 


Prarr hat ın einer Abhandlung, 
demie vom J. 1514—15 zu lesen ist, gezeigt, wie man jede Gleichung 
von der Form: 
A060, + X,0n, +... +8,08 = 0, 
wo A, Ay, Ar, 200.5 Ay beliebige Functionen von X, Ir, Xyy + + - 
“2.09 X, Sind, durch ein System von z2Gleichungen integriren kann, von 
welcher Aufgabe die Integration der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung zwischen x Variabeln nur ein besonderer Fall ist. Zu 
diesem Ende drückt er 22—1ı von den Variabeln x,, X33 »- «> Kan 
durch die übrige x, und durch 22 — 1 neue Gröfsen @,, @yy + + +», An-ı 
aus, WO A, Gy. 200g Am, gewisse Functionen von &,, Ip ev. +, In 
sind. Nach solcher Substitution verwandelt sich die Gleichung: 
X,0, + X,0,; 4+....4 X,0% 
immer in eine andere von der Form: 
Uox„+ 40a, + 4,00,+....+ 4,00, = 0% 
wo DU, A,, Ass » + + +5 As, Functionen von x,5 As Ass»: 05 An 
sind. Die Functionen @,, @:y = +» 2 +5 An bestimmt nun Pfaff so, daf 
U=0, und x, in den Größfsen 4,, 4,, : - » »;, #.,_, nur in einem allen 
gemeinschaftlichen Factor vorkommt. Dividirt man mit diesem, so hat 
man die gegebene Gleichung in eine andere ähnliche, aber nur zwi- 
schen 22 — ı Variabeln @,, @,5 « =» » «5 @y., verwandelt. Da dieses Ver- 
fahren nur bei einer geraden Anzahl Variabeln möglich ist, so kann 
man diese nicht minder auf eben die Weise in eine Gleichung zwischen 


nur 22 — 2 Variabeln verwandeln. Pfaff setzt daher eine dieser Va- 


rıiabeln einer CTonstante gleich, und verwandelt dann wieder die Gleı- 
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chung zwischen den noch übrigen 22 — 2 Variabeln, in eine andere 
zwischen nur 22 —5 Varıabeln, deren eine er wieder einer Constante 
gleich setzt, und so fortfährt, bis er auf eine Gleichung zwischen nur 
2 Variabeln kommt, deren Integration die letzte zte Gleichung mit der 
nten willkürlichen Constante giebt. Auf diese Weise hat er die gege- 
bene Gleichung durch ein System von 2 Gleichungen mit z willkür- 
lichen Constanten integrirt. 


Pfaff zeigt dann weiter auf eine ähnliche Art, wie es bei den 
partiellen Differentialgleichungen zu geschehen pflegt, dafs man aus sol- 
cher Lösung mit 2 willkürlichen Constanten andere Lösungen mit will- 
kürlichen Functionen ableiten kann. Man denke sich nemlich die z 
Integralgleichungen auf die Form gebracht: 

F=t, Amt; .-:.., F==%C, 
wo 0, 0: »..., ©,, die willkürlichen Constanten sind, und F\, 
F\,...., F, diese nicht mehr enthalten. Denkt man sich jetzt die 
Größsen C,, O,, ...., C, als Variabeln, so mufs sich, vermöge der 
Gleichungen 


Fra0b, B=6,.:.u Ras, 


i 





der Ausdruck 
X,0x, + X, 0x, +....+ An Kr 
in einen anderen verwandeln lassen von der Form 
K,00, + K,00,+....+K,0C,, 
weil dieser Ausdruck verschwinden mufs, wenn (©, (,,...., C, Con- 
stanten gleich gesetzt werden. Es mufs also auf identische Weise sein: 
Xem, + I,0x0, +... + X,00% = KOFR+KEF,-+...+K,öPF.,. 


Dieser Ausdruck versehwindet nun aber nicht blofs, wenn F\, F,, - 





.. ., 7, Constanten gleich gesetzt werden, sondern auch, indem man 
der Gröfsen M\, F,, ...., f), als beliebige Functionen der übrigen setzt; 
 ® A a N 

z.B. Fi, Far - + ++, 2m als Funclionen von. Fun Fasss = + au #5 
wodurch 
KeF+KeF+t..+A,. ch, =1I6 Fan +0 Fan +... + Im 9F, 
wird, und alsdann die Gleichungen 

1, 20, 80, .x HH, 22.0 


”. 


hinzufügt. Hat man 
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F, = V (F m-+19 Ent re F,); 
F, — %ı, (dr m-+ı9 Fonts u I); 


Fin — L, ar, m] m ER a I.) 
gesetzt, so wird 


rl... 2er), 





(9) Pati Pati 
ew > ( LI FR 
II — K (- ?ı_) .0 .» * | K m (=) K r 
’ u OF m+2 r "\o Put .y m+2 9 


7. KH) +... +8,02) + X, 


OF 
und die gesebene Gleichung 
Xox, -X,0%,.+.... + A,Cın = 0 

wırd auch integrirt durch das System der z Gleichungen 

F\ Wlan Fraser Eh 

F, V, ee Ponte» "RR F.) 

En — uul (F m41 9) ur  , F N 

T=0, I,=0,....,IL„.=0 
Endlich erhält man noch eine Lösung, wenn man 
AO, D, m, 2. BE 

setzt, was mit derjenigen, wo man F\, F}, ...., F, willkürlichen Con- 
stanten gleich setzt, gewissermafsen die Kae extremen Fälle bildet, 
welche der sogenannten singulären und vollständigen Lösung bei den par- 
tiellen Differentialgleichungen, die übrigen aber den sogenannten allge- 
meinen Lösungen entsprechen. Alle diese Lösungen haben einen be- 
stimmten, unter sich verschiedenen Character, und man wird z. B. nie 
die ursprüngliche Lösung mit z2 willkürlichen Constanten erhalten kön- 
nen, indem man Functionen mit rn Constanten für die willürlichen Func- 
tionen annimmt. Pfaff hat nur diejenige Lösung angegeben, wo man 
eine der Functionen F\, F,, ...., F, als Function der übrigen setzt. 


Ye 


—. 


Man sieht aus dem Vorhergehenden, dafs alles auf eine aligemeine 
Methode, die Functionen @ , @,, ». . .5 Ay, jedesmal zu bestimmen, an- 
kommt, welches wir jetzt nach Pfaffs Anleitung unternehmen wollen. 

Creile'’s Journal. II. Bd. 4. Hft, 45 
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Es sei also die Gleichung: 
— Ada -+- X 02x, +0, +....+ A, 6) X, 
gegeben. Es seien @, @,y ...., @, gewisse Functionen von X, X, 
%,y 2.0.5 X, und man denke sich &,, %,5 «..., X, durch diese und durch 
x ausgedrückt. Die unter dıeser Voraussetzung nach x, Q,, Q,, »::., % 
genommenen partiellen Differentiale werde ich ohne Klammern bezeich- 


nen, so dafs also z. B. 





eX __ fo = 0x = —) e >, er O2, 
da, N\os, ur 04a; nn goal dar 


Die gegebene Gleichung 
oO = Xodx -1- X, Ö X, —- X, x, -1- .... -- X, ) En, 
verwandelt sich demnach ın folgende: 
o=UD09x+4090,+ 49%,+....+ 4,90, 


wo 





U=NX+XN-+ 


n\ 


+ RS, 
. 02%, 


A — EEE EA 








* da, 0A;r ca 
.’ 
. or C 
= X2+x +23, 
2 0Q;, da;z ' da, 
ö 0: Cr -» 0%, - 02, 
A. == X, -— Es + X - mie _ ...o0 1 oe —n 
/ 0a, oa "da 
I ! pP 
Man setze nun zuerst: 
} / ey , 
ER > .0x ER; E- - , 0X 
D=EX+XEHXNTH...+X= 0 


Damit ferner x in 4,, 4,, ...., #, nur in einem allen gemeinschattli- 


chen Factor M vorkomme, mufs man haben: 








1 0A, I 0A, 1 0A p 1 oU d 
—— ZZ — un ZH er a , iz —. a—, Oder 
Mn UX A; 0x A, x Ü De ’ 
2 log. f olog A; olosA, 0 log 
UxX 0x 0x 0x 


Es seı nun 


Me) an 
ei x ( Cr A o ICz ug 0x, 
A = A, —— —— Ana; 

oa ca 


aus welchem Ausdruck man die BER Werthe von 4, A,, ... 
..., #, erhält, wenn man für @ nach einander @,, @,, ...., Q, setzt, 


so hat man: 
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BERN e =, we. vn ON, xp 
= + u a 4 ——- 


© x oa 


reg = +..+X,> in MR 


2 Jadx 


© A 
0% 









































Ö UUÜX 
Aus der Gleichung 
A —- Ä,- =+ A, BRETT =+ .... -+ A, 
folgt aber, wenn man sie u a lifferentüirt, 
, 0° . - 0°x 
E ne a I 
X dd ä at + P’oaox 
(OX ä Nr e ap, 
ep + ’ =+.. +2 ne 
Nun hat man: 
0X, 0x, oX, 0%, oX, [0% 
0x ca r ex " ca Teor 0a da 
0X; 'E =) + f en ep $ > (‘ 2 
ca !\ox 0x,/ 0a DsEE 0x,/ 0x 
Or, se = e 0%, ß =) © =. 
Ca !\ox + 0x; Zr a; ox,)/ 0% 
+ . » ® “ . . ®“ . - - = 
rt 
ca I\\ox 0X] ÜxX 0x; 0x) 
Ferne 
e* .. OX, O&r 1 0X: 0x: + + OAp Cap __ 
ca ca eo ! 6a 0x ö ca Oox 




















0x ( 0 - ei () „IX: £ 2 2). 22 (3 > Oz‘ 
+ 2 er | ox, ] 0x; Ö pr . = + .... - ): “ 


UXCH 


. ; ’ PR . oA BON 
Die Differenz beider Ausdrücke sıebt —. Man setze der Kürze 
nr 


IX, PX; | 
wegen ()— () = (2, ß), wo also (&, P)+(P, 
An 77 


OoX Ex; 
0) =): 
41 








eo) = 0, und z.B. 





0x 
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” 0A 
so erhält man — = 
O&X 


























8 Da, / \ 0 
Zmf,y$ HD + DIE HL. +4,22) 
0x; | - 
+FEWNHADTEH * + (3,3) E00 er 
da I“ 
ns h, r nr, x. 
* 5, N (3 ‚0)+ (5 yo + (3, 2) u + * + ...4+ ,- Zt 
e Cp j, 0) n Ö Cr Ya 
+7, PR TPRDTZF FTWRITZ Trennen. rt 2 ‚ 


Setzt man für «@ iR einander @,, Q;5 =» 2. «5, @,, so erhält man 





p? 
0A 0A Ay 
aus dieser Formel die verschiedenen Ausdrücke für ——, —Z, „... I 
0x’ 0x ’ ’ ox 


Nun soll, welche der Gröfsen @,, R;, . » +, a, man für @ setze, immer 
0A A Ö U 


oloeUT 








sein — = — — N4, wenn man der Kürze halber — — =N 
0x U 0x x 
setzt, oder | 
nA ex m 0x er 
- —_— — ee ®s N 9 y- : ‚N N, „+ u...» +7 u: ni. .VX,, 
ÜX oa 


N} N 
. . . .. o C x C x 

welches der Fall sein wird, sobald die RT: von ——, en 
a 


ca 
Ö In 5 . .. 0A .. - . 
3 a7 in beiden für er gefundenen Ausdrücken respective gleich 
dt OX _ 





sınd. Man erhält hieraus die ER 


eu . ox 
NX, = (1,0)+ + + (1,2 Tet...+l,DSE, 
u 0X er 
NX, = (2,0)+ (2, Vart % Tee t+QD7, 
u en 
NX, = (,0)+(, 1) - er + (pP, 2) -— ze. ..t ® 
Multiplicirt man diese Gleichungen ang wi 5, Eu a 
” 0x 0x . ’ dx 
und addirt, so erhält man 
u Cr ox, e ze 
| Narr 


\ 0%; 


= (1,2 4,0% +0, 


indem alle übrigen Glieder sich aufheben, oder da 


ö » 0%, ‚0 
=AXA+X- ee TE 2 
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die Gleichung: 
, 0x, u or 
NX = (0, 1)5— + (0,2) 2 +...4+(0, P) ne, 


Man erhält auf diese Weise » + 1 lıineäre Mc OREN den 


x N) N: 
.. C ı ( 2 ( In 
p+1 unbekannten Größsen N, —-, ——,...., -#, 
‚ ’ 0x2’ dx? ’ 0x 


Es hat sich also alles auf blofse Relationen zwischen den nach x ge- 


0%, 0%, OX, } 
nommenen Differentialen ——, ——, . . . .„ —— reducirt. Nun erhellet, 
0x 0X dx 
’ “0%, 0x 2, 
dafs wenn man aus den u: Gleichungen für ——, ——, ...., = 
” UX UÜX Üx 


R . Fr. FF, . ' 
resp. die Werthe yı pre 4 - findet, die gesuchten Functionen a,, 


Qyy 2 20 «5 @, diejenigen Functionen sınd, welche bei Integration der 


Gleichungen: 
rar rt Mir: 


p3 
den p willkürlichen Constanten gleich gesetzt a Denn indem 


man nur die partiellen Differentiale nach x sucht, setzt man eben @,, 
Qgy +++, Q, constant. In diesem Falle aber erhält man: 


v. “ . . — Fi Po; r 
Or: dm: dr... dr VW: Prrerrı: 
oder 
2... Fr. ii, _ FM 0X 


en ee Mi; 

Fi u Te Se 7 
wie verlangt wurde. Findet man also aus den gefundenen y+1 Glei- 
chungen die Werthe von /, V.,V,,:...., UV 


P 
der Gleichungen: 








‚so giebt die Integration 








02:08,:02%:...:9, = FF: V.: Pair Fan 
die gesuchten Functionen @,, @,, 22. .5 @. 
3. 
. : 0x, 0x 0X 
Die Gleichungen, aus denen man E 4 R 7, Euer = zu suchen 


hat, sind dem Obigen zufolge, wenn man mit dx multiplicirt: 


NXox = 2 + (0,D0x,+ (0, 20%, +....+ (0,p)dx,, 
NX, 0x = (1,0)0x-+ # +1,20; +:-. a 
A.<NX,ox = 


ex +, Nom EEG 


NX,0x = (9,0) +, Neu +, NY); +... Mr ® 
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. 0A 
so erhält man — = 
OÜ& 


je,f, 





ENTE ER ES URRERABEN 
+ e2} (30)+Q, 3 + * +03) et. 4@p 2 
+5 


entre tn 





+ Sr l,0)+(n, Eee > }. 


Setzt man für «@ nach einander @,, @;, » 2. ., @,, so erhält man 








pP? 
0A 0A 0A, 
aus dieser Formel die verschiedenen Ausdrücke für ——, 2, „... 7, 
0x’ Ux ’ ’ 0x 


Nun soll, welche der Gröfsen @,, r%,,... », @, man für @ setze, immer 








. 0A A oU . OR oloe U 
sein —— = — :—— = N4f, wenn man der Kürze halber ——- =N 
0x U ox Üx 


setzt, oder 


EEE +3, NX. Ze Re 2.7 X, 


0x oda 





E . . .. . Für or 
welches der Fall sein wird, sobald die Coöfficienten von =, er 
ca a 
0x Cn . 0A . . . 
3 zim beiden für .- gefundenen Ausdrücken respective gleich 
Ad [@; x,’ 


sind. Man erhält hieraus die Gleichungen: 


0%, 


NX, =(1,0)+ + + (1,2 E44, 
N,=RBVHBSDTEH+ + 0 Het, 


0x 


I 





a SE 
> . ® . . . EZ N); N: 
Multiplicirt man diese Gleichungen respective mit a 
o 0x’ 0x’ ı dx 
und addirt, so erhält man 
j 5 .- Oxpl 


O%r 0x, 


? 
= (1,72 +909)7Z a 


indem alle übrigen Glieder sıch aufheben, oder da 


0x, 


Se O8 
=Ä-+X, -+%5,r...+%7372 








\ 
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die Gleichung: 





N n n 
X = (0,19%: 2 (0,90%: Ku. 
Man erhält auf diese Weise » + ı lineäre Gleichungen zwischen den 
N) N) N) 
j ..p , 0% 0, CH 
p-+ 1 unbekannten Gröfßsen N, 72, Zr ++ 7» 


Es hat sich also alles auf blofse Relationen zwischen den nach x ge- 


Nr N} n) 
. . Ü x C Er ( In . r 
nommenen Differentialen ——, ——, . . » .„ -— reducirt. Nun erhellet, 
0x 0x ‘x 
. “0%, 0x 0x 
dafs wenn man aus den aufgestellten Gleichungen für I, Zy...., 2° 


UxX C X 
die Werthe 2, 7, ...., 22 findet, die gesuchten Functi 
Ay > 5 @, diejenigen Functionen sınd, welche bei Integration der 


Gleichungen: 


n 7 
da Ar: de ihr. Dr: ie 


den p willkürlichen Constanten gleich gesetzt werden. Denn indem 


ÜxX 


man nur die partiellen Differentiale nach x sucht, setzt man eben a, 
Qgy +, Q, constant. In diesem Falle aber erhält man: 








f 
02:0%,:0%:....:20%, — LATE SERERRE 
oder 
ex, v, 0x, v, 0% vr 
7 V’ dx =—77» a EEE 90:  Yy’ 


wie verlangt wurde. Findet man also aus den gefundenen y-+1 Glei- 
chungen die Werthe von U, V,,V,,:....,lV 


P 
der Gleichungen: 
25 2 762 7 pen 7 ee 07 40T ACHRER 4 


p) 


‚so giebt die Integration 


die gesuchten Functionen @,, @,, 22.5 0%. 


3. 


0x2, 0x or, 
: arg pr zu suchen 








Die Gleichungen, aus denen man ——, — 
Ü&X 0x 


hat, sind dem Obigen zufolge, wenn man mit dx multiplicirt: 
NXox = *» +(0, Dos + (0, 90x, +....+ (0,pP)dx,, 
NX,0x 1,0)0x+ x +(1,23)0.+--...+(1,Per, 
A.{NXöz = 2,0 dc H Non + * +... 4 px, 


I Il 


NX,0x = (,)9x + 9,10, + m, NY; +....+ * 
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Findet man aus diesen Gleichungen: 


NY ox u. :.., 4#, x e NF,.0ox 2 
x = —— 0 m —— re 0, = — I, so wird: 
Bm u u ii; $. : 
3 ( x, C XL, ET € U — V J ı* V Pu . F p’ 
Ferner erhält man N = 7 


Die Gleichungen (A) haben sehr merkwürdige Eigenschaften. Das 


} 


Characteristische derselben ıst, dafs dıe Verticalreihen der Coefficienten 


gerade das Negative der liorizontalreihen sind; daher auch diejenigen 
Glieder, in welchen die zate Horizontalreihe und die te Verticalreihe 
zusammentreflen, verschwinden, wıe es durch die in der Diagonale sich 
befindenden Sternchen anschaulich wird. Aus dieser Eigenschaft folgt 
zunächst, dafs 2-+1, oder dıe Anzahl der Variabeln x, x, %&, «++, Lu 
eine gerade Zahl sein mufs. Es ıst nemlich bekannt, dafs man bei je- 
dem System von 2 Gleichungen zwischen 2 unbekannten Gröfsen, darauf 
zu sehen hat, eb nicht der den Werthen der Unbekannten gemeinsame 
Nenner, welchen Gaufs in den Disguzs, Arithm, mit dem Namen De- 
terminante bezeichnet, verschwinden könne; welches ein Zeichen ist, 
dafs das System der 2 Gleichungen nıcht bestehen kann, wofern nicht 
etwa eine Bedingungsgleichung zwischen den Constanten Statt findet, ver- 
möge welcher die zte Gleichung eine Folge der übrigen 2— 1 Gleichun- 
gen ist. Nun bleibt nach dem bekannten Algorithmus, nach welchem 
die Determinante gebildet wird, diese unverändert, wenn man die Ho- 
rizontalreihen und Verticalreihen der Coefficienten mit einander ver- 
tauscht. Für unsern besondern Fall nun wird, wenn wir die Determi- 
nante mit A bezeichnen, hieraus folgen: A=(—ı)?t'A, da jedes Glied 
der Determinante ein Produet aus p +1 Coefficienten ist, von denen je- 
der durch Vertauschung der Horizontal- und Verticalreihen sich in sein 
Negatives verwandelt. Diese Gleichung A=(—1ı)"*" A aber kann nur 
bestehen, wenn p-+-1 eine gerade Zahl ıst, wofern nicht A=0 sein soll. 
Ich will jetzt einige specielle Fälle entwickeln, 

Für a-+ı == 4, erhält man: 
Y = r n (2, 3A, 4 (3, 1)X, -- 
=, DdX + i + (0,3), + 
Y’,= (1,)X + 030% + + -ı 
— (, 1X 4 (I,9)A, + (LOL, + 
) 


es oe i 
\ i 


A=01)5,N+ 03) + 02) 1,3). 
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Für a+1=6, erhält man, wenn man, der Kürze wegen, mit (1,2,3, 4) 


den Ausdruck 
1,933;4) +1,39) &D) + (1,80,3) 


bezeichnet, und nach diesem es 5 ühelichen Rn bildet: 


P= x +83) N+ 3450,45, 5123 NHA2EHN, 
r,=(3,2,45)X 4 % + (4,3,5,0)X,+ (5,4,0,2) X Be 9 3). Y.--(2,0 3HX, 
7,—(1,3,4, en 45,0)XN + * +450,0X,-+ (5,0,13)X,+ (0,1,3,4)X,, 
Y,= (2,1,45)X + (4,2,5,0)X,+ 5,40, 1)X,-F Mi 105, LI AOSHN, 
V’„=(12,3,5 IX+( (2,3,5,0)X,#(3,5,0,1)X,+(5,0,19)N, +  » 1.(0,12,3)X, 
Fr, — (2,13,4)X-+ ( 32,4, 0), - (#,: 3,0, 1) )X,+ (0,4, u 2A, ( 1023. \-+- x 


Um die allgemeine Bildungsweise dieser Reiki auseinander 
zu setzen, werde ich sagen, dafs man einen Typus einen Cyclus durch- 
laufen lasse, indem man für die Zahlenelemente O0, 1, %, ...., 2, aus 
denen er gebildet ist, nach einander resp. setzt: 

0,1,23, 3... p—1l,p 
HER ra A 
ua 
pr—19%0,1,....,p—3, p—?), 
PP I, 222, pP p—l. 

Man erhält so, wie man an dem letzten Beispiele sehen kann, den 
Ausdruck, welcher 7, gleich ıst, aus einem seiner Glieder, indem man 
es den Cyclus durchlaufen läfst, nachdem man aus der Zahlenreihe 0, 
1, 2, ...., p die Zahl 72 fortgelassen hat, wobei zu bemerken ıst, dafs 
nan das Gleiche auch mit dem Index von X zu thun hat. So erhält 
man aus dem Gliede (3, 2,4,5)X, in dem für 7, gefundenen Ausdruck 
die übrigen, indem man für ie 3,4,5 nacheinander setzt 7,3, 4,9, 0; 
3,4,5,0,253 4,5,0,2,35 5,0,2,3,4 Ferner erhält man aus dem ganzen 


für 7, gefundenen Anbei immer den folgenden wi F „y,, wenn man 
für 0, 1, 2, 3, .0.., p resp. setzt, 1, 2, 3, »...5 >, O, und in dem mit 


einer Klammer bezeichneten Typus die beiden ersten Zn versetzt. 
So erhält man aus dem Gliede (1,0,2,4)X, ın 7,, indem man für 0,1, 
2,3, 4,5, resp. 1,2, 3,4, 5, 0 setzt, das Glied (2, 1,3, 5)X, und indem man 
die beiden ersten Elemente in (2, 1,3, 5) versetzt, das Glied (1,2,3,5)4, 
welches das erste Glied in dem für F, gefundenen Ausdruck ıst. — 

Es bleibt uoch übrig, die Bildung eines solchen Typus, wie (1,2, 


D /J .. \ Eu ı = . er 
3,4%) anzugeben. Setzt man für + 1 Elemente den Coellicienten von 
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ı 7 gleich 9, 3, 459% ...., p—1, p), so wird (2, 3, ...., p) aus 
“5X. . bestehen. Das erste von diesen wird: 
(2, (4, 9). 6, 7). ° (p—1, pP). 

Aus diesem Bde man Bi EEE man dıe letzten y—? Elemente 
3,4 ...., p einen Cyclus durchlaufen Jäfst. Aus jedem dieser y—? 
Glieder bilde man y—4, indem man die letzten y—4 Elemente 5, 6, .... 

‚ p einen Cyclus durchlaufen läfst, u. s. w., bis zuletzt die drei letz- 
ten Elemente y— 2, p— 1, p den Cyclus zu durchlaufen haben. Auf 
diese Weise erhält man z. B. 

2, 3,4 5, 6, 7) 
(2, 3).4 3).(6, 7) 
+ (2,4).6,6).(7,: 


2,3). 6).(,5) + &3).(7).6, 6) 
3 2, 4). 6,73; (3, 6) _. (2,4). (9,3 3). (6, 7) 

+ (3,5):,7).65,4 2,5)-.(6,3).47) + 2, 9).(6, 4).(7, 3) 

+ BE, B).t7, >: 4,5 CR, 6). (7,4). (5, 3) + 2, 6). (7,9). [3 4) 

m (2, 7).(3, 4)5.(5, 6b) + (2, ’).i3, ).(6, 4) m (2, 33; (3, 6). (4, >). 

Ist + 1 eine ungerade Zahl, so haben wir gesehen, dafs immer 
eine Bedingungsgleichung Statt finden mufs, wenn die Gleichungen (A) 
möglich sein sollen, oder wenn man die Gleichung 

o= Xdr +X,0x,. +%,0%,+:...+X,0r 
anf eine ähnliche Gleichung zwischen nur » Variabeln soll zurückführen 
können. Fürp + 1= 3 wird diese Bedingungsgleichung 
XLNYHXKLVHLX,ON = 

welches die bekannte Conditio integrabiılitatis ıst. 

Fürrpy+1=5 wird sıe 
X (1,2,3,9) + X, 2,3,4,0)+X,53,4,0,+X,4,0,1,9+X,0,1,3,3) = 0. 
Allgemein, wenn »-+1 eine ungerade Zahl ıst, wırd sie 

2X(1,2,3,...,p) = 
wo man aus X(1, 2, 3, ...., p) die sämmtlichen Glieder des mit & be- 
zeichneten Aggregals bildet, indem man 0, 1, 2,...., p einen Cyclus 
durchlaufen läfst. Dies ist also die Bedingungsgleichung, dafs die Glei- 
chung 
u Kick Ki. + Lich... z, RER 

wo p eine gerade Zahl ıst, durch ein System von 5 ie inte- 


srirt werden könne. 
Die Aufstellung und Behandlung der Gleichungen (A) in der ele- 
santen und vollkommen symmetrischen Form, wie sie hier gegeben sind, 
ıst 














in. 
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ist das Figenthümliche und der eigentliche Zweck dieser Abhand- 
lung; doch mufste, des Zusammenhanges wegen, auch das Uebrige der 
Pfaffschen Methode kürzlich dargestellt werden. Es haben diese Gleı- 
chungen grofse Aehnlichkeit mit derjenigen bekannten Art, wo die Ho- 
rızontalreıiien und Verticalreihen der Coefficienten dieselben sınd, wel- 
chen man ın sehr vielen analytischen Untersuchungen, unter andern auch 
bei der Methode der kleinsten Quadrate, begegnet. In den für /, 7, etc. 
sefundenen Ausdrücken sind die Horizontalreihen und Verticalreihen der 
Coefficienten von A, A, etc. wieder das Negative von einander, so wie 
ın den Resultaten, welche dort die Auflösung giebt, beide Reihen wieder 
dieselben sind. Wendet man den von Gaufs ın der Abhandlung über 
die elliptischen Elemente der Pallas gegebenen Algorıthmus auf unser 
System an, so sieht man, wie mit grofser Leichtigkeit immer zwei Grö- 
fsen auf einmal elıminırt werden können, und wie die neuen Gleichun- 
sen, deren Anzahl um zwei kleiner ist, wieder dieselbe Form erhalten. 
Dieses macht, dafs man ein solches System Gleichungen mit grofser Ra- 
pıidität auflösen kann. 


Zusatz. Nach Beendigung dieser Abhandlung bemerkte ich, dafs 
die Gleichungen, auf welche Lagrange und Poisson in ihren berühm- 
ten Arbeiten über dıe Variation der Constanten in den Problemen der 
Mechanik gekommen sınd, eben solches Sysiem bilden, wie wir hier nä- 
her erörtert haben. Man sehe das i5te Heft des polytechnischen Journals 
S.288.89. Da die Pfaffsche Methode ebenfalls auf Variation der Con- 
stanten beruht, so scheint dieses System von Gleichungen vorzugsweise 
bei der Methode der Variation der Constanten vorzukommen. 


Den i4ten August 1927. 


Crelle's Journal. II. Bd. 4. Hft. +) 
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Summirung der Reihe 








(TED, SR-NE-N | SE NE-NE—3) | 
2 "2@ N) "za N@—2 !z@—-N@—Y)@—3) 


(Vom Herrn Dr. J. A. Grunert zu Torgau.) 





1. 


Obsteich dıese Reihe schon auf verschiedene Arten summirt worden 
ist, worüber man Klügels mathem. Wörterbuch Thl. IV. S. 570. 776. 805. 
vergleichen kann, so glaube ich doch, dafs auch folgendes Verfahren ei- 
nige Aufmerksamkeit verdient, da sich durch dasselbe die Summe für 
jedes x und z durch eine ganz allgemeine Rechnung ergıebt. 


eF 
Man setze: 
i 1 
2 = 1,82 
A,.x(c— ) 
3 2 y\ 
A,r/r—]I) Eu 3 
> / \/ O\/ N 
A, —1)(r— N) (r—3) 


n—Lı 
‘ 


A,x(r—1)(r—?R)(r—3)....(r—n-+?) 


\ 


++.+++ 


A, —1) (r—N)(r—3).... rn +Q)(er—n-+1), 


2 
A_x” 


| 


A,x(r—]1) 
3 u 
A, (rc — 1) (er?) 


+ 
A,2(c—1) (r—?2) (2 — 5) 


ı 


nn 
A, (a — N) (r— N) (r—5)....(r—n+9 


rn 


A,2 (1) @—-Ye—3)....(e—n+2) (@—n+1) 


++.+++ 








ie) 


r’(x—1) 





1. | # x ax A ; 
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FTIBS u 


A N er 


" —=r+tr(r—]), 


(rer —1)+r(r— 1)’ 
z—1)+r(r—1)+r(r—1)(r —?) 


Yr(r—1) + r(r— ı) (r—))). 


(71) —2) = Ir(r—1)(r—2) + r(er—1)( 


Se ee 
a f \f O\ f Tr / __NA\f NIEL, \ 
3x(—1) N?) + r(e—1)(r— N) (r—5), 


ul 


j ıy\n 


7— Ir — 2) (73) = Ir(r—1)(c—2)(r—3) + rr—1)(r—2)(r—5)’ 


—= 3Jr(r—1)(r— 2) —5) + ar — 1 22) (x—)) 


I r(r—1, 2) 2 —3)(r—4) 
= 4r(r—1)/r—?)(r—3)+r(r—1, (—4). 


Die Art, wie die Rechnung weiter fortgeführt werden kann, und 


das Gesetz liegen unzweideutig vor Augen. Also ıst: 


nl 
r 


— A, r+ r'r—]1)! 
5 \ x 
+ A —1)+r(r—1)(r—?)} 
2 A, Y3rlr—1)(r—?)+r(r—1)(r—N)(r— 5), 
.- 4, 4r(r—1)(r— ie, (—?2)(r —I)(r—4) 


n—L 


\- 
in 


ae n j ie } i 
+ (4, +2 4\2a-Na@— Va)... (Tal) 


n 
+ A,x(2e — 1)(r —2)(e — 9) 











ns 
u 





“ . ‚ : . x I 
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— 
ed 
- 


3 


+ Ayz(e—1)(2— 2?) 





4 
+ A,ur/r— 1) (r—W)(er— 5 
4 Alam Ne — N) (2 —5)....(r—n-+ 1) 
Ez Anz l)l z—N){7r—)9)....(r—n), 


so dafs man also folgende Gleichungen zwischen den Coeflicienten von 


x" und x’* erhält: 








ı L 
Fntı — An 

2 I 2 

Aus —— Ar + 2, n 

4 2 i 3 
A,rı — A, + 3 En 

+ 3 4 
I. — A, + 4 IE, 

() n—ı 

Ir, — A, "rt n "i 

















3. 
Ferner setze man 

4 4 4 | 
te a | 

—1) APR 5 I 2 3 u ni | 

.+ B m „n+m— + a „nm + PETE | 

f n FRE 1 Fa 4 
RENTE -2)...(e@mn—1) an m . rtrP De EEE 


1 "+1 1 
.+ Ku i „tm - Rn 2 „tm+ı + .. 


Da man nun die erste Reihe erhalten mufs, wenn man die zweite mit 
2—n2—ı multiplicirt, so ergeben sich zwischen den Coeflicienten leicht 


folgende Gleichungen: 
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n-+-ı nl 

DB, = DB, 

n-#1 7 n+1 

b, _— B, -1- (2 - 1) BD, R 
n+1 n n--1 

B, = B,+(n+1)b,, 
n+1 n n+1 
B,—=B, +(n+ı)b,, 
n-kı n n+1 

D,. — B,, + (n + 1) En} 


Da nun ımmer 


1 1 1 1 ! 
— Fl 3 a de 


u 


I R u . 
also immer B„=1 ıst, so erhält man aus den vorhergehenden Glei- 


chungen, wenn man anstatt des dortigen 7» hier n setzt: 


I 1 
BB. — B,;, 

2 1 2 

B, — DB, + 2 Bazı r) 
7 22 
Beni — D, ı -- I Bun> 
% 3 4 
une = BB, + 4B,_; 


u... wa £ 
. T . . ea I _°® . . 
Die nahe Uebereinsummung dieser Gleichungen mit den Gleichungen 
in (2.) läfst eine Uebereinsimmung der durch 4 und B bezeichneten 
Coefficienten vermuthen, und es fällt augenblicklich in die Augen, dafs, 


wenn die beiden Reıhen 
T 4 


. 2 3 5 
BD.» D.—ı> B. 7 39 Da .... 


1 2 3 4 
Er u A, A PR . 0.0» 9 
identisch wären, dies auch von den beiden Reihen 
Ri Rn 3 4 5 
3 > » /) > 
B,2ı > ; Bea Dan Ma ars 
I 2 3 4 
A, 1 ’ AI ,2ı , Artus Ms, ° A +19 . 
E . r P P e : 1 
gelten mulste. Da nun diese Uebereinsimmung, wi bh =1, A, =! 
ist, offenbar für 2=1 gılt, so ist sie allgemein gültig, und man hat 


also folgende allgemeine Gleichung: 


k / 
f 3 
A, a BD, I4re j : 
Die Glieder, mit denen dıe Reihen abbrechen, sind offenbar B, und A, 











x(x—1) 





’ . SG 
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“., ’ ° .. z u z(z—1) 


4 
Um nun unserm eigentlichen Zwecke näher zu rücken, habe man 


die Reihe 
‚2 


+ x EN x e 3 r. te ai 
z g* 23 z* REN SED BORN RR 

Substituirt man für die Potenzen von x die oben gefundenen all- 
gemeinen Ausdrücke, so erhält man mit Hülfe der vorhergehenden allge- 
meinen Vergleichung zwischen den Gröfsen -f und D: 
Ss = 1 


1 
+2. 


+ !4,7 + A,2(r—1)'. 
2 3 | 
N 4 = / N E> p ci. \f U 1) £ 

27 Az2 (21) Ara 1) (02), 5 


)- 


is 


I 2 3 4 
4,2 + Ara —1) + Art) (a2) + A,2(2—1)....(r—3)!. 

2 3 “ 
r + f,r/r—1) + 4,r(r—1) (r—2) + 4A,r(0—1)....( 2—3) 


u 


| 


+ ++++7+ ++4 


IB.2-+ Bxrt—)!. 


.. y 
_ + 


I 2 3 1 
b,xr-+ B,r(r—ı) + b,r(r—1)(r—2)). — 
I 

> 


IB,e + D,r(r—1) + P,r(r—1)(r—2) + DB r(r—)).... 


I Pr “ 
'B,.re+ b,r(r—1)+ b,r(r—1)(r—2) + b,r(r—1)....(r—3) 


3 


. . re 9a PR. ar "ee Be. = 
+ rır—1)(ı -)Y7 | 2.4 | Dr PB; + . 
{ 1 5 N 
| en u r Mi = E 2 m 
—- I 2 1 ei 2, I— 1} N 2 N f : 11,— 4 = N 
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und folglich nach (3.): 
N | 


ar 


1 
+2a—))., zdf )(2— 
1 


zı(r —1ı)(r—2). _— 
un . alien 











' 
G—_1)@—2)@—3). Be 
+r(r )(z )“ ), (2 —1)(2—2)(2—3)(x— #) 


u AT a 


Da nun aber nach dem binomischen Lehrsatze 


se 


a av er PR 


a\—: zu I \ - 
= Iil1— — u — 
z z s_—ıxc 


_ 


ist, so erhält man folgende merkwürdige Summe: 
x(c—1) (oe —1)(a— 2) . 
der FE BR 























1 .- 
(—1)(2—2) — 1) (2—2)(2— 5) z—x 
oder 
I (a1) , af; er \(c—2) , zle—1) (2—2) (o—3) +1 
1 E u er = - u a” w . »* » en Brei. Di 
” > z(2—1) “7 u. ) (3 I ” > (2—1) (z—2) (z—)) s—T -- 1 


für jedes x und 2. 
Ist x eine positive ganze Zahl, so bricht die Reihe ab, und man 
erhält den auch sonst bekannten Satz von den Binomial- Coeficienten: 
Be (N) (2) w(e<i)....3.21 +1 
1 .- h 0 
+— —+ -, 2 (2— —1)(3— a) tr z(<—1).. (s—-ac-#1) —— 0-41‘ 
Nimmt man x u zZ Mt so verwandelt de dıe Reihe ın: 


(cl) (ce +1)(r +2) 4 
1 — #77 re 
Een teen + en 


Nimmt man aber blofs x oder = nezaliv, so wird: 























(2-41) ale 4-1) 2-42) 1 
te ee. 
1) — 3E De) Fe+1 

x (ac —1) ala —1)\ (2 — 2) z—41 








1 — — nn P7 |. . 
"Zi -+1) Free Tem Te stc—1 
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IT. 
()uadratur des Mantels des senkrechten, schief 
abgeschnittenen Kegels. 
- 5 


(Von Herrn W. Horn.) 


(Mit Bezug auf dessen Ablıandlung über Keradoiden im ersten Hefte des zweiten Bandes dieses 
Journals.) 





l. 
Gleichung der Regelschnitte, als Keradoiden betrachtet. 


Ks sei BSG (Fıg. 4) ein ebener Schnitt durch die Axe eines senk- 





rechten Regels, dessen Seiten mit der Axe einen Winkel = einschlie- 
(sen; ferner {MO ein beliebiger ebener Schnitt durch den Kegel, senk- 
recht auf die Ebene BSG, und die Durchschnittslinie #0 dieser beiden 
‚benen bilde mit der Seite SG des Kegels einen beliebigen Winkel 
GAG=f. Die Entfernung 54 sei =e; der Abstand SM = Sb = SG 
eines beliebigen Punctes 4 der, durch letzteren Schnitt in der Oberfläche 
des Kegels erzeugten Curve /M, vom Pole S, sei =z, und der Winkel 
INP. den eıne, durch den Puncet M und dıe Axe SC gelegte Ebene SCH 
mit der Ebene BSG einschliefst, = %, so ıst: 
ÜÖG = CM.sinvY = 2.51n«.sinv. 
Aber auch 








Y | N 
CG = AD.]tangs(ß—e) + tango] 
— (z—e)cosa|tang (d—e) + tange]. 
\1so zsına.sınyy = (z—e)cosaltang(5—&)-+tange|j, 
und hieraus: 
I 
ano 3 — Ü lane ec 2 
lang (9 — @) + lang @ — tang @sinv U 


tane (a — & -—- lang 144 
l. z = e.— — . 
taug (3 —a,)-+iange.cosW% 





ieses ıst die Sesuchte Gleichung der Kegelschnitte. 
Ist 2 > 2u. so entsteht die Gleichung für die Ellipse; ıst E<2u, 
der Hyperbel; für ß=2x« erhält man die Glei- 


ER I ER 
‚o entsteht die Gleichung 


chung der Parabel (: = ) und für P= 90° a die Gleichung für 


\ y ER 
ÜEN AırelS. 
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2, 


Setzt man die Entfernung des Durchschnittspunctes der Seite SR 
mit ZO (Fig. 5.), von der Spitze des Kegels, also den, zum Polarwinkel 
Yv=r gehörigen Polarabstand = LE, so ıst: 











\ 2 E 
tangs(B—e) + t = „,.tange, und 
Bde, 
‚n » 
tang(P —e) = ;—— tanga 
Substituirt man diese Werthe ın (I), so ergiebt sich die Formel: 
2Ee 





11. u 5er, 
Ist E positiv, so hat man die Gleichung der Ellipse; ist E nega- 
tiv, so entsteht die Gleichung der Hyperbel; ıst E=», so hat man 
die Gleichung der Parabel, und für E=e die Gleichung für den Kreis. 


a 
Juadratur des Mantels des von der Ellipse schief ab se- 
schnittenen senkrechten Kegels. 
Nach der Formel (VIi) der Abhandlung über Keradoiden ist, wenn 
F ein beliebiges Stück ER Fläche bedeutet: 





























oF = 3zyoLl = 4z’!0.b.sına; 
oder, den Werth für z aus Ri substituiert: 
3E — e? sin @? [tang (d— @) lange]? j Oo . 
pi " Jtaug (%—@) + tange cos ww]? 
also, nach Meier Hirsch Integraltafeln, pag. 297: 
F- e?sin@ tanz(P—«) )+tange — lange .sin W 
u Zu lang ya a la: I— a) + tanga@.cosWy 
tang (9 — e) lang «@ + tang ( 3 —@) cos ı 
+ V Itang (; d— a)? — tang a2] ' Arc cos tang ( Be): Inga. =] 
wo keine Constante hinzukommt, weıl für ) = 0 das Integral ver- 


schwindet. 

me : tane @ + tanz (P— ed) cos ıp 

Für = 27” wird + 
tang ( (P—e)+tange. cos 


Arccosı =2” gesetzt werden; alsdann erhält man den Mantel des 
schief abgeschnittenen, senkrechten Regels: 
e?zsine.tiane[?— « tane(#— a) -I-tane 
FF == 77 - ) ’ VE Im en), oder 
tang(? — e@) — tanz 


tang a 
e’ zsin«@ y c I tange.cot (P—e; ) 
l—tane e@.cot! B— 4) L— lan ie, col(£ 3 — 0 

C \ 


F v 


ÄÜ . 


= 1, und es muß 

















bi ang (d— cz) 





F= 
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Für P=90°-+. wird cot{ß 
fordert wird. 





eo) =0, alo F= ersinz, wie er- 


Hat Z die Bedeutung wıe ın ?%., so ist auch: 


E e 2 . 
F= EL. v(E.e).sınz.r, 


E—--. E . . ” ’ 2 
wo —,— die mittlere aritimetische, und Y(E.e) die mittlere geome- 
trische Proportionale zwischen der längsten und kürzesten Seite des schie! 


h, 


abseschnittenen senkrechten Kesgels 15t. 


ve 
y.. \y | ® 
Für % = e entsteht wıederum: 


A j > 


= er.sıne, 

wıe vorhin. 

Ist @ die halbe grofse Axe der Ellipse, und c die halbe kleine Axe 
derselben, so ergiebt sıch leich 
a=ıy(E’-+e—2Ee.cos2u); und 
= sına.y(Ee). 
Ist nun & = %%’, so verwandelt sich der Mantel des Kegels in eine 
Ebene, und zwar ım vorliegenden Falle in eine Ellipse, deren Axen = 2a 
und 2c sınd. Es wird aber für & = %°, sn = 1 und cos2«e = —ı, 
daher 





Kir 
en ’H'% I 2 FR . 
a=;vVv(E+e®+2Ee = —-; 

re vE e), 
folglich nach obiger Formel der Inhalt der Ellipse: 


IE a 
F= 23: -„y(Ee).sinae.® = acr; 


wie gehörig. 
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IS 
Einfacher Beweis der von Gauchy und Euler se- 
fundenen Sätze von Kigurennetzen und Polyädern 
(Von Herrn Dr. J. A. Grunert zu Torgau.) 





5 einem Netze geradliniger Figuren, welche in einer Ebene liegen oder 
nicht, sei die Anzahl sämmtlicher Seiten = #, die Anzalıl der Eck- 
puncte = SS, und die Anzahl der Figuren = f, Es kommt darauf an, 
zwischen diesen Gröfsen eine Gleichung zu linden. Zu dem Ende denke 
man sich, dafs zu dem Netze eine neue Figur von 2 Seiten hinzukomme, 
welche mit dem Netze n‘ Seiten gemein, 2” Seiten dagegen nicht ge- 
mein habe, wo aber immer 2=n’-+n”. Bezeichnet man nun in Bezug 
auf das neue Netz durch 4, 5°, £ dasselbe, was A, S, F' in Bezug auf 
das gegebene ANBOREEN so erhellet augenblicklich die Richtigkeit folgen- 
der Gleichungen: (=44+n", f=f-1. Zugleich aber ist auch klar, 
dafs die hinzukommende Fıgur, welche r° Seiten mit dem gerelenen 
Netze gemein hat, 2°+1 Eckpuncte mit demselben gemein, also 2’— 1 
Eckpuncte nicht mit demselben gemein hat, dar=n'+n"=/(n'4 1) 
(n"—2). Also ist 9’ = S-+n"—ı. Destimint man nun aus den er- 
haltenen Gleichungen 2° auf doppelte Art, und setzt 1= 1" —I/", so er- 
hält man: 





A—= S'—5+/°—F, oder 

$'-F—- 1 = S-+f—4, 
woraus also erhellet, dafs $-+- F—_ für jedes Netz eıne constante Gröfse 
ist. Für ein aus einer einzigen Figur bestehendes Netz ıst nun ımmer 
S=4l=ı Also$S+-F—A4=1ı, und folslich allgemein $S+F—A 
—=ı, oder S9+-F= 4-41, welches der bekannte, von Cauchy gefun- 
dene Satz ıst. 

Der Eulersche Satz folst hieraus unmittelbar. Nimmt man nem- 
lich aui eine Seitenflläche eines Poly@ders mit Z"Seitenllächen, A Kanten, 
5 Ecken, nicht Rücksicht, so hat man ein Netz mit ’—ı Figuren, 4 
Seiten, © Eckpineten, und folglich S-F—ı= 4-41; alo $+F 
—= 4-2, die Eulersche Gleichung. 





u ET RE ETEE PO UL CH ee 
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39. 
Eigenschaften der Curven, die sich auf bestimmten 
Oberflächen befinden. 


(Von Herrn L. Raabe zu \Vien. ) 





rn 


%,s sollen 


zm0Qz; ya ')z 

die Gleichungen irgend einer Curve sein, und 
F(x,y,2,a,b,c,eto.) = 0 
die Gleichung einer krummen OÖberlläche, wo die Gröfsen a, b, e, etc. 
die Constanten der Fläche vorstellen, so hat man, wenn die Curve und 
die Fiäche einen Punct gemein haben, folgende blofs von = abhängige 
Gleichung: 
F (Oz, :bz, z, a, 5, c,etc.) = 0, 

aus welcher man z, und dann, vermittelst der zwei gegebenen Gleichun- 
gen der Curve auch die beiden anderen Coordinaten x und y des ge- 
meinschaftlichen Punctes finden kann. 

Wir wollen der Kürze wegen das Glied der letzten Gleichung, 
welches z enthält, durch fz bezeichnen, so dafs die letzte Gleichung durch 
Js, = 0 

vorgestellt wırd. 

Haben nun die gegebene Curve und Fläche überdies noch einen 
Punct semeinschaftlich,, dessen Coordinaten z+#, ®(z-L-h), YIz+%) 
seyn mögen, so darf man, um diese Bedingung a PERLE 
in der letzten Gleichung, die Gröfse z in z-+ % übergehen lassen, woraus, 
wegen des allgemeinen Werthes von 2, RR Reihe: 

Oft fatale fz+ etc. 
folgt. | 
Die Gröfsen f’z, f’z, f’“z, ete. sind in dem Sınne zu nehmen, 


wie sie Lagrange gebraucht hat 
Soll nun & eine unbestimmte Gröfse bedeuten, so ergeben sich fol- 
gende Gleichungen: 
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z=0, Jz=o0, f'z=0, f"z=0, etc., 
welche sämmitlich ec müssen, wenn # einen beliebigen Werth soll 
haben können, d. h. es müssen sämmtliche Gleichungen, ins Unendliche 
fortgesetzt, bestehen, wenn die vorgelegte Curve jeden Punct mit der 
vorgelegten Fläche gemeinschaftlich haben soll. 

Ist nun die Anzahl der Constanten «@, b, ce, etc., welche die Fläche 
enthält, gleich 2, so lassen sich dieselben durch die 2 ersten der letz- 
teren Gleichungen bestimmen, und die so gefundenen Werthe der Con- 
stanten an dıe Stelle der in /”’z enthaltenen Constanten substiluirt, er- 
giebt sich ein Ausdruck, der blofs von z abhängt und identisch Null ist. 
Von diesem Ausdrucke die nächsten Differentiale genommen, müssen der 
Form nach mit den Ausdrücken f"*’z, f“t”z, etc. identisch sein, und 
verschwinden, wenn män ın diesen letzteren für dıe in denselben noch 
vorkommenden Constanten die oben gefundenen Werthe substituirt, 


Es ıst mithin : 
j"z:=0, 


wenn man in dem Theile rechts des Gleichheitszeichens für die in dem- 
selben vorkommenden Constanten die Werthe substituirt, die man aus 


ne ER PER DER - m 
den vorangegangenen Gleichungen fz=0, f'z=0, f"z=0.cte. bis 
f"®z==0 gezogen hat, die einzige nöthige EERERAE sgleichung, da- 


mit die vorgelegte Curve sich auf einer Oberfläche soll befi ınden können. 

Um das bisher Vorgetragene durch ein Beispiel zu erläutern, will 
ich die Bedingungsgleichung /“"z= 0 für den Fall suchen, wo die Ober- 
fläche eine Ebene ıst. Je ni diese Bedingungsgleichung für eine 
gegebene Curve Statt hat oder nıcht, wird die Curve eben sein oder von 
doppelter Krümmung. 

Es sei die Gleichung der Ebene oder 

I (x,y,2,0,b,0,ee) =ar Fby+cez+ı=0, 


so hat man: 


fz = er: +Hbyz ter +1 =0 
und Jamups4 ra — 0, 
zn a®'z zb Uu'z a 


Aus diesen Gleichungen @, 2, ce bestimmt und ın 


Jr — ap’ z+ bw'z — 0 


die gefundenen Werthe von @ und 5 substituirt, ist die gesuchte Bedin- 


gungsgleichung: 
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BD 2.V" zz. Vz, 
welcher Genüge geschehen mufs, damit die Curve, welche durch die 
Gleichungen 


. 


x=Pz und y= \Jz 
vorgestellt wird, eine ebene seı. 
Diese aufgestellte Bedingungsgleichung wolien wir auf einige Cur- 
ven anwenden. 


Aufgabe 1. Man untersuche, ob die Curve, deren Gleichungen 
Be A Lt’ 


— Sz + by (C°—2z° und yz=azt+by(Ü”—7’) 
sind, eine ebene sei oder nicht. 


Ilier hat man 
0z = Azt+bVY(O”—7’) und /z = aztby(Ü— 2°), 
oz = A +bBbz:Ü— 7)? - Ya + b 2 (C’— 22) 2, 
a ee BE 0: — 22) .- Wizm=+ bÜ (0? — 2°)” 3 
Oz +36 2? 2) 8 .- Wir A ITARTLEERE un 
Also 
O'z.V'z = — 3bBl’z(O— 2’) und 
O'2z.W"z = — 3b Bl*z(C’— 2°)", demnach 
DO zy'z — O'zdV ze O0 


Die vorgelegte Curve ist also eine ebne. In der That, eliminirt man aus 


beiden Gleichungen der Curve die Größe Y(C’—2°), so ergiebt sich 
b2e—Dby+ (Ab—ba)z = 0 





a) 


. 1 a n . y . m u 2 na . % . 2 e . 
welches nichts anderes als die Gleichung der Ebene ıst, ın welcher die 


, 


\ \ Tr ein " Ei ’ 
vorgelegte [ urVe sıch DEAN 


£ let. ’ 
1) ‘ . Be y . 
Aufgabe 2. Man bestimme, ob die Curve, deren Gleichungen 


er 
> —— ce m c 
——- 


2 ? re - 
Az y(P®’—r’) undy=az + y(b’—7’) 
P} [ y * . * 
sind, eine ebene scı oder nicht. 
Ida hier 


re a A B?z(B® — 22) 3 b— 2°) und 
Oz. u — Bz (B?— 2)" 23(#— 2°) 2, also 
Oz z— D'ziz S 0, 
so ist die Unrve von doppelter Krümmung. 
Aufgabe 3. Man untersuche, ob die Curve, deren Gleichunren 


x) 


x =0° und yz= e® 


sınd, eben sevV Oder nıcht. 
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Da hier: 
A — (ae)'Pa und 
O'ziz = (ae/?a 
ist, so ıst diese Curve nur dann eben, wenn /@a=1 ist, d.h. wenn e =e 


ist, welches auch für sich klar ist. In jedem andern Falle ist die Gurve 
von doppelter Krümmung. 

Nach dem bisher Gezeigten wird es keine Schwierigkeit haben, 
die Bedingungsgleichungen auszumitteln, damit bestimmte Curven im 
Raume sich auf gewissen gegebenen Flächen befinden. Die Aufführung 
solcher Beispiele, wie z. B., wenn die Fläche eine Kugel, Kegel etc. 


wäre, übergehe ich wegen der geringen Anwendbarkeit. 


Il. 

Wir haben bis jetzt gezeigt, wıe man beurtheilen könne, ob eine 
Curve, die durch zweı Gleichungen geseben ıst, sich auf einer krum- 
men Oberfläche befinde oder nicht. Sind aber die Gleichungen der Curve 
nicht unmittelbar gegeben, sondern man kennt blofs die Coordinaten ir- 
send eines Punctes der Curve als Functionen irgend einer vierten will- 
kürlichen Gröf;e, nemlich man hat zur Bestimmung der Curve folgende 
drei Gleichungen: 

x=0bt, y= Yl, z=xt, 

wo ©, %, x drei beliebige Functionszeichen sind, so würde man die Glei- 
‘hungen dieser Curve erhalten, wenn man aus je zweien dieser Glei- 
chungen die willkürliche Gröfse eliminirte. Diese Elimination aber ist 
in den meisten Fällen, wegen der Schwierigkeiten der Operation, fast un- 
ausführbar. Es wırd daher gut sein zu sehen, wie man ohne die Be- 
schwerde der Elımination dennoch beurtheilen könne, ob eine Curve, die 
durch die drei letzten Gleichungen vorgestellt sein mag, sich auf be- 
stimmten Oberflächen befinde oder nicht. 

Es sei daher, wie in dem vorigen Paragraph, die Gleichung der 
Fläche auf der sich die Curve befinden soll, von der Form: 

F(x,y, = 0, b, c, etc) = 0. 

Die Gröfsen «@, b, c, etc. bedeuten wie dort die Constanten der 

Fläche. Sollen nun die Curve und dıe Fläche einen Punct gemein ha- 


ben, so muls die Bedingungsgleichung 
F(ot, bi, xt, a, db, e, ete.) = 0 
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bestehen. Diese Gleichung wollen wir abkürzend durch 
ft = 0 
vorstellen. Geht nun f ın £+-K über, wo # irgend eine willkürliche 
Gröfse bedeutet, so ergeben sich folgende Gleichungen: 
Jtt=0, ft a6, Firm o, Fr md, 
die sämmtlich bestehen müssen, wenn alle Puncte der Curve, auf der 
betrachteten Oberfläche sıch befinden sollen. 

Ist die Anzahl der Constanten a, b, e etc. der Fläche gleich 2, so 
wird durch ein ähnliches Raisonnement wie in dem vorigen Paragraph 
gezeigt, dafs 

ft =0, 
die einzige Bedingungsgleichung sei, welcher, nachdem man für alle 
ın derselben vorkommenuen Constanten a, b, c etc. die Werthe substi- 
tuirt hat, die sich aus f{=0, f?!=0, etc. bis mo ergeben ha- 
ben, Genüge geschehen mulßs, d. I. der Theil rechts des Gleichheitszei- 
chens mufs identisch Null sein, wenn die Curve sich ganz auf der ge- 
gebenen Oberfiäche befinden soll. 

Wir wollen auch hier als besondern Fall die einfachste aller Fli- 





chen zur Untersuchung wählen, nemlich dıe Ebene. 
Es seı ihre Gleichung: 
ae+bytczt+ı= 0, 


so hat man: 


«ot + lt +cext+ı=0, 
ft=agpt-bVttcexXti+ı=0, 
y;: ep tr -bL tet - ex itı=0. 


Aus diesen drei Gleichungen @, db, ec bestimmt, und ın die folgenden 


34 
{4 


I 1 


substituirt: 
2 =: aa’ t-iY”t+ er”? .- 0, 
siebt folgende Bedingungsgleichung: 
ee get — wege wre dep] 
tg ve — Qt. Wr) = 0, 


welcher Genüge geschehen mufs, damit eine Curve, deren drei Glei- 


chungen 
x=0bt, y=/)tb z=yxt 
sind, eine Fene seı. 
Bemerkt man. dafs man nach derselben Bezeichnungsart auch die 
, be) 


icAi 


Gleichungen hat: 
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| 


= op, x" A FE a ot, 
y‘ — Yt, y’ Lt, ya ut, 
el om xt, za xt, zu xt, 
so läfst sich die letzte Bedingungsgleichung, die Statt haben mußs, damit 
eine Curve eine Ebene sei, auch auf folgende Weise darstellen: 
2 (a Ya‘) za z'' (ey —y' x") — g’H (ey —y' x‘) —o0 

Dieselbe Bedingungsgleichung liefse sich auch unmittelbar aus der 
Bedingungsgleichung ableiten, die in dem vorigen Paragraph für denselben 
besondern Fall gefunden wurde. Wir fanden daselbst die Bedingungs- 


gleichung 
Oz. Ltg — U”'z } u 3 
oder auch nach dem so eben angeführten: 
ey" — u 
Diese Bedingungsgleichung ist für den Fall gefunden, wo sowohl 
x als y unmittelbare Functionen von zZ sind; hängen aber die Grölsen x, 


y, z, wie in dem gegenwärtigen Falle, von einer vierten Gröfse £ ab, 








so müssen in der letzten Gleichung die Gröfsen x, x’, y’, y’” nach 
. | a u a er at! zu Zutzt? 
der Ordnung in folgende: 5-5); (>; naar? =); 
‚Hl A td ‚Hl dt I tl „HH 53 U? 
) yv'z Yz 9y’z 3y'z 5 
5-5); 7-45) übergehen, wodurch dann 
\ Pr m Er a er 


dieselbe Bedingungsgleichung hervorgehet die wir bereits erhielten. 
Wir wollen auch hier den Vortrag durch einige Beispiele beleuchten: 
Aufgabe 1. Man untersuche ob die Curve, deren sämmtliche 
Puncte durch die drei Gleichungen 
& acost + Öbsint, 
y a’cost 4 b’sint, 
z a’ cost 4 b’sint, 


eseben sind, eine ebene seı oder nicht. 


| 


or 
7 
Es ıst | 
x —= —asınt+becost, "= —acost—bsin!, z"'=asınt —beost, 
v—=—asint+b’cost, y’=—a’cost—b'sint, y''—=a’sint —b’ cost, 
— — a'’sini-Hb’cost, "= —acost—bsint, 2’ =a'sint—b’cosf. 
Also 


ab’ — a’b, 
0, 
ab’— a’b, 


ty . ya! 
a ytt an yet 


al 


ag Br: y' a’ 


Crelle's Journal, II. Bd. 4. Uft. 48 











y ! B Y . . . 2 
93/4 Raabe, Eigenschaften der Curven, die sich auf bestimmten Oberflächen befinden. 


und unsere Bedingungsgleichung 


U (ty —_ lt) en ty) 1 ty xt) — 0, 
geht ın folgende über: 

(a b’ — a’ b) (— a”’'sınt + b cost + a” sint—b’ cost) = 0, 
und da diese Gleichung wirklich identisch Null ist, so ist die Curve eine 
ebene. Man könnte sich auch auf folgendem Wege überzeugen, dafs die 
Curve eine ebne sei; eliminirt man nemlich aus den vorgelegten drei 
Gleichungen sowohl cos? als sin?, so ergiebt sich die Gleichung: 
x (ab — a” lb’) — ylab'"—a'b) + z(ab'—a'b) = 0, 


welche die Ebene vorstellt, in welcher die Curve sich befindet. 


Aufgabe 2. Man untersuche ob die Curve, deren sämmtliche 
Puncte durch die drei Gleichungen 
x=atrbt + ce? + dt, 
yz=«d+bt+ ec +dt, 
z = a" +b't cd 
gegeben sind, eine ebene seı oder nicht. 

Verschaflt man sich hier ebenfalls die Werthe von x’, y’, 2’; x”, 
ya, y’, 2, und substituirt sie in die Bedingungsgleichung, 
so bleibt, wenn man die Theile, die sich wechselseitig aufheben, weg- 
läfst, folgender Ausdruck: 

led —e dd) — cd — dd) + dA" — Vo), 
der verschwinden mufs, wenn die Curve eine ebene seyn soll. So lange 
aber der letzte Ausdruck einen von der Null verschiedenen Werth hat, 
wird die Curve von doppelter Krümmung sein. 

Es wird z. B. die Curve, deren drei Coordinaten irgend eines Punc- 
tes durch die Gleichungen 

z= at t+- 2? +30, 
y=a+4:+57+6f, 
z a'+7t +82 — tr 
vorgestellt werden, eine ebene sein, denn durch die hier speziell an- 
genommenen Werthe für b, c, d, b’ etc. wird der letzte Ansdruck 


gleich Null. 


Il 
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11I. 
Es bleibt noch eine Art übrig, wie eine Curve als gegeben ange- 


sehen werden kann, nemlich durch zweı Differentialgleichungen, die erst 
integrirt werden müssen, um nach Paragraph I. untersuchen zu können, 
ob sich die Curve auf einer bestimmten Oberfläche befinde oder nicht. 
Wer aber mit dem gegenwärtigen Zustande des Integralcalculs bekannt 
ist, dem wird es lieb sein zu sehen, dafs diese Eigenschaften der Curven 
sich auch unabhängig vom Integralcalcul finden lassen. 


Wir könnten hier wieder die Untersuchung allgemein für alle Flä- 
chen auf einmal vornehmen; der Gegenstand gewinnt ındessen an Deut- 
lichkeit, wenn wir die Untersuchung blofs für dıe Ebene anstellen. Es 
ist dann ein Leichtes, dieselben Betrachtungen für beliebige Flächen an- 
zustellen. Uebrigens ziehe ich darum diese besondere Untersuchung vor, 


weil sıe es ist, welche ın practischen Fällen am meisten vorkommt. 


Es stellen 





O(2,%, ce) =0, YV(,y,Y‘) =0 
die Differentialgleichungen der Curve vor, so wie 
ac+tiby-+c:s+1 == 0 


die Gleichung der Ebene, in welcher die vorgelegte Curve liegen soll. 


Nun denke man sich die Integrale der beiden vorgelegten Gleichun- 


sen durch folgende zwei Reihen dargestellt: 


> wr Sir 2’ 9 u 2° a y 
nn Et + eier 








o io (6) rn ' o - 3 e -&4 
> a Rz a 277 ER 20 
yaytrıty arts trTasatr 
} 0 0 o ® ® = i 
in welchen x, x’ etc., y, y’ etc. die Werthe von x, x’, etc., y, y’ etc. 
für den Fall, wo z==0 ist, vorstellen. 


Nimmt man die ersten, zweiten und dritten Differentialien dieser 


Reihen, so ergeben sich folgende Gleichungen: 


6) 0) © BR | o 
Se ae va - za . “2 ii) Find -1- „IV by + 
ee x u A a 3 a 153 etc., 


’ Fe. [0] 3 
/ | w 7 DR BG a; = ne! = ‘ n 
a o o Pi (6) „3 
SIE „ev = ah = va - 
Ce =—=X ner 273 e ui etc. 
re 
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/ 


o o .2 e - 
Y IT TH ee, at 
ö © o „® -ü 
yı' FE y' + y'zy" u 1 93 4 etc., 
[e) 0) o iR [e) „3 
ya Het datt 
Nun mufs, nach dem in Paragraph I. Vorgetragenen, die Gleichung 


at 
für jeden Werth von z Statt haben, damit die Curve eine Ebene sei. 


| 




















ya —— 0 


Es bleibt also nıchts übrig, als aus den letzten Gleichungen sich durch 


&> 


Multiplication den Ausdruck xy‘ — y'’x‘' zu verschaffen, und diesen 


gleich Null für jeden Werth von z zu setzen. Die Folgerungen die hier- 
aus entstehen, werden die Bedingung ın sich schliefsen, unter welcher 


eine Curve eine ebene sein kann. 


Bildet man nun x’ y“’— y’x‘”, so hat man: 
O — oe a er —H 
2 7 2 77 air a8” 
2 (gt Sr EL (gt! yıy! (W)z 4 (x I cy +ı"y PER y" T3 etc. 


Damit der Theil dieser Gleichung, welcher eine nach z fortgehende Reihe 
ist, für jeden Werth von z verschwinde, welches die nothwendige Be- 
dingung ist, damit die Curve eine ebene sei, müssen folgende Gleichun- 


ren, ıns Unendliche ae ee 

e [e) o 0 o 0 [e) oo 

0; ty“ x '==0; x’ 1y ol! er Lay HN 0; eic. 

oder, wie man sıch leicht at: die mit Hi ientischen 

ef er ° o (0) © o 

( 2‘ \ Ay a — 0, (oe! vl Y A Br 0, (ty —y/ = PER 0, etc. 
© [e) [e) © 0) 

wo nemlich unter Zus _ ug we) @ De 2072777 etc, das erste, 


1 _ yligtt nach z, verstanden 


zweite, dritte etc. Differential von xy 
wird, und in welchen Ausdrücken, nach der Differentiation, z=0 ge- 
setzt wird. 

Man sieht also, dafs, wenn eine Curve eine ebene sein soll, und 
a y—y x kürzer durch ®z vorgestellt wird, wo ® irgend ein Func- 
tionszeichen bedeutet, 


[e) [e) o © 
‘il di 


uz = 0, Wz=0, Wa m0, Wim O0, - 
sein mnufßs, d. h. es müssen die Function ®»z und ihre sämmtlichen Diffe- 
rentialien nach z, gleichzeitig mit z verschwinden. 








en 
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Bevor wır unsere Folgerungen fortsetzen, ist folgendes Theorem 
nöthig. 

Wenn eıne Function einer Varıablen, sammt ihren Dif- 
ferentialien nach derselbenVarıablen, für einen und densel- 
ben Werth der Varıiabeln verschwinden, so mufs die Func- 
tion auch für jeden andern Werth der Variabeln verschwin- 
den, d. h. sie mufs identisch Null sein. 

Es seı diese Function von der Form 

A+Bz+C2+DE+EEL etc, 
so mul[s man, vermöge der Bedingung, wenn @ der Werth der Variabeln 
ist, der sowohl die vorgelegte Function, als auch ihre sämmtliche Dif- 
ferentialien auf Null reduzirt, folgende Gleichungen haben: 

) A+ Da+ Ca +-Da’-+ etc. 

) b-+2Ca-+3Da’-+ etc. 

o=20U+6Da-+ etc. 

etc. etc. etc. 
Es ıst aber aus der Theorie der Functionen bekannt, dafs die letz- 


Il 


ten Gleichungen nur dann zugleich bestehen können, wenn «@ eine va- 
riable Gröfse vorstellt, und in dieser Voraussetzung mufs man haben: 
4d=0, b=0, C=0, D=0 eic., 

d. h. die Function mufs identisch Null sein. 

Dieses vorausgesetzt, sieht man, dafs die Bedingungsgleichung, da- 
mit eine Curve von der Form 

03,%,x)=0, v2, y,y‘) = 0 
eine ebene sey, folgende einzige sein muls: 
ty — yll'' — 0, 

für jeden Werth von 2 D.h., wenn man aus den zwei vorgelegten 
Gleichungen der Curve x’ durch z und & und y’ durch z und y, und 


“ und y”, y’ als Functionen von z, x und z, y ausdrückt 


dann x, x 


und die gefundenen Resultate in die letzten Gleichungen substituirt, so 
mufs man eine identische Gleichung erhalten. 
Sind dıe vorgelegten Differentialgleichungen der Curve von der 
zweiten Ordnung, z.B. 
0(2,,x,x)=0, vyayıy,y)=0 
so bestimme man x“ und y‘ als Functionen von z, x, x’ und z, y, y'; 
und substituire die gefundenen Resultate in die oben aufgestellten Bedin- 
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gungssleichungen; wird dadurch das erhaltene Resultat identisch Null, so 
ist die Curve eine ebene, ım entgegengesetzten Falle ist sie von doppel- 
ter Krümmung. 
Oder auch, man berechne zuerst x, y‘’ als Function von z, x, x’ und 
z, Y, y', und hieraus 2’, x, y‘“, y'" ebenfalls als Function von z, x, x‘ 
und z, y, y', und substituire die gefundenen Werthe in die Gleichung 
(a y—y zit = 
oder in die mit ıhr ıdentische Gleichung 


a y'— y'r“. 
Geschieht dadurch der letzten Gleichung Genüge, so ist die Curve eben, 
in jedem anderen Falle ist sie von doppelter Krümmung. 
Aehnlich ıst das Verfahren, wenn die Differentialgleichungen der 
Curve von der zien Ordnung sind, indem man 
(yir 
bildet; dieser Ausdruck wird Glieder haben, die yt?, „+9, ut, 219 
enthalten, die man dann aus den Gleichungen der Curve durch z, y, y‘, 
Y',....y"” und z„,a,x,x',.... 2” ausdrückt und die gefundenen 
Resultate ın die Bedingungsgleichung substituirt; geschieht ihr dadurch 


ya — 0 


Genüge, so ist die Curve eben, in jedem andern Fall ist sie von doppel- 

ter Krümmung. Einige Beispiele werden das Verfahren erläutern. 
Auigabe I. Man suche, ob die Curve, deren Differentialglei- 

chungen sind: 

(a— Az) — (" —A)e—)=0 und (y—-az)— (Yy—ıa)(?—2)=0, 

eine ebene sey oder nicht. 




















Hier ıst 
Le Az 
/ FE. 
r—A= Pr re 5 
’ 7 ER: (ar - Az) 1-2;) 
a ee a‘ av . 
(@ ) 
(x — 12) 20?+6:4+6:?) 
lküres ee . 
(ce? — z” )® 
ji gun yo az 
Berner ee 
dd (7 he 1-4-2:) 
Y mes a rn. 7 
\d — L ) 
vu. _ wzentt4+2e 46:46) 
j Br (c* —x*)? r 


) 


iso 2’ y'' —=y'r', daher ist die Curve eine ebene. 
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Aufgabe 2. Man bestimme ob die Curve, deren Differentialglei- 
chungen von der zweiten Ordnung sind, En 
ae (— 2’) — (#’—x'2) (12z2)=0 und y“ —z 2) —(y'—y' z)(1+#2: 2) z2.0, 


eine üben seı oder nicht. 
Man suche aus diesen Gleichungen x” und y‘, so hat man: 


ar. ei de he 2 (v—y"z)(1+2: 
x ya und y' = - mg . 








hieraus finde man x” und y‘, so hat man: 











x (e— x" 2)(20°°+2—22?— 42?) und eh —y"2) (2? +3— 2:4) 
Ber y” (c? — 2 )2 
Da hier xy‘ = y’ x‘ ist, so ist die Curve eine ebene, 


Oder man EA noch x' und y', so hat man: 
u u ke ae z)(e —2c? z—160?2?— 227? 4-122z?487°) 
m (0? — z2)3 . 
v —_ (v—r: z) (ce —2c?z— 16.0? 2? — 2? + 12244 87°) 
Y ._ (ce? —z?)3 r 
Diese Resultate in 











Bl di BIFNE 
(X Yoyı)="\, 


oder ın 
2 — y” 2‘ =— ) 


substituirt, reducirt sich die letzte Gleichung auf Null, daher ist die 
Curve eine ebene; wıe vorhin. 

Aufgabe 3. Man bestimme ob die Curve, deren Differentialglei- 
chungen von der ersten Ordnung sind, 

(v— A) e— A:2)—B=0und (Y—ao)(y—a,)—b=0, 
eine ebene seı oder nicht. 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich folgende: 














) 
x — A — En BR und y'—a Pan AR. 
ac— Az ymaz 
ı’ — — D? y" a — 
(« — 42) (ar)? 
rt — 3B3 y'' BEE 3b? A 
(e— 4z:)? (7 —«:)? 


Da hier xy‘ — y‘'x‘‘ nicht identisch Null ist, so wird die Curve, 
wenn man die vollständigen Integralien der verlangten Diferentialgleı- 


chungen nımmt, von doppelter Krümmung sein. 


ERLITT ERDE 
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40. 


Ueber den Krümmungshalbmesser der Kegelschnitte. 


(Von Herrn Prof. Strehlke zu Danzig.) 





Die zur Bestimmung des Krümmungskreises der Kegelschnitte nöthigen 
Stücke werden entweder durch die Differentialrechnung oder die An- 
wendung des Unendlichkleinen gefunden; man kann aber durch die ge- 
wöhnlichen analytischen Hülsmittel zu denselben gelangen, wenn man 
zuvor die allgemeinere Aufgabe auflöst: 

Die Coordinaten des Mittelpuncts und den Radius des Kreises zu 
finden, welcher durch drei gegebene Puncte eines Kegelschnittes geht. 

Auflösung. Wenn x und y die auf einander rechtwinkligen 
Coordinaten eines Punctes in dem Umfange eines Kreises bezeichnen, p 
und g die auf dasselbe Axensystem bezogenen rechtwinkligen Coordina- 
ten des Mittelpuncts dieses Kreises vorstellen, und r dieses Mi Halb- 
messer ist, so hat man bekanntlich: 

= (pr y—N. 
Da nun der Kreis durch drei Puncte gehen soll, deren Coordinaten 


wir durch a, ß 


/ 4 
a, ß 
IE: ı;, 


bezeichnen wollen, so hat man nach einander die Gleichungen: 


u Pe 2 /R 

P=@-+R—M 
= (@«—p’ + PR —m, 
2 (ap? + N: 


welche zur vollständigen Bestimmung der gesuchten Gröfsen p, 9, r hin- 
reichen. 

Wenn man die erste Gleichung von der zweiten und dritten ab- 
zieht, so erhält man, nachdem die erste der erhaltenen Gleichungen durch 
# — «a, die zweite durch &— «‘ dividirt worden: 





a2 6 8: — 9° 
(1) tr sata + 
u 2 — an zul ge 
(2) 2p + er ze u — U + a’ e— 


Um 
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Um nun diese Gleichungen für die Kegelschnitte einzurichten, hat 


I I 4] 0,2 
3 — 73 — 


man nur nöthig, für . ei a4 0, ——— u. 5 w. ıhre durch die 





Gleichungen der 3 Kegelschnitte ausgedrückten Werthe zu setzen. 

Wir machen den Anfang mit 

der Ellipse. Wenn # die vom Mittelpuncte der Ellipse auf der 
grolsen Axe 20 gezählte Abscisse, ß die auf der kleinen Axe &5 vom 
Mittelpuncte gezählte Ordinate bedeutet, so hat man bekanntlich: 


. BF. 2\ 
pr — (ea). 
a” 
“ [47 Y 
Wird aber — —=cos® gesetzt, wodurch 2 = «.cos®, 


so wird R = 5sin®. 
/ 


Ein zweiter Punct, dessen Coordinaten «’‘, £, läfst sich für die 


Ellipse eben so allgemein durch 























a’ == eco, 
ßB' = bsınd‘, 
ein dritter eben so durch 
RER 7 
e’ = 20089”, 
ß' = 3 sın®” 
bezeichnen. 
Diese Coordinaten - Ausdrücke geben 
B— P' b ( fg! 
nn u  — ‚tet Pr 
5 a 2 
+0’ = a(cos®-+cosQ'), 
Rp p2 
— —Z— m - cos® -- cos® 
a — a 
Die Gleichung (1) wird demnach für die Ellıpse: 
ID 8 a? —b: 
f BR. au W 
(A) 2P — —- 5-49 = I ,(005P+ 0050). ... 
die Gleichung (?.): 
ID a = 
B) 2» — —.ot ——— .gy = — ‘cos N). 
( ) / a > fi a .\ P-+ 
Wenn man die Gleichung (B) von (f) abzıieht, so erhält man 
gg" — og! 
— Ibg.sint u r m 
2 er Fee een ee p' ey 
= —2. . —— ‚sin — 
$+F „ PrP“ a 2 
ee 
und u rt tt re 
„FE mt ‚sin 4 ie ‚sin nn. 
) 
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Setzt man diesen Werth für g in die Gleichung (4) oder (B), so erhält 
man nach einigen leichten Reductionen: 


Pe. 2 b / i 4 I 4 

a” — D (N == ( Y nn . ( Ü . ( C 

pP =— 0, cos . (cos? u. ya r — sin : > . 5sın — r f N 
(dl 4 Aa 


Nach der Berechnung dieser Ausdrücke findet man r durch die Gleichung 
” = («.—p)” + (B— 9)”. 

Zwei besondere Fälle dieser Aufgabe verdienen eine genauere Be- 
trachtung. 

I) Nimmt man an, dafs © =9, so erhält man offenbar in den 
obigen Coordinaten- Ausdrücken die Bestimmungsstücke desjenigen Kreises, 
welcher die Ellipse ın dem durch die Coordinaten «cos®, bsin® be- 
stimmten Puncie berührt, und dieselbe in dem durch die Coordinaten 
acos®', bsın®’” gegebenen Puncte durchschneidet. Dadurch verwandeln 
sich die obigen Ausdrücke für 9 und p in folgende: 


ar—b* . ,y+yp" 











U I — D - . Bin — Tg .sın®, 
PT En; ( “4 
E + 
p = (O0 = m) E «COS D. 
(£ 


2) Am meisten verdient der besondere Fall Beachtung, da man an- 


nımmt, dafs die durch die Coordinaten @cos®’, bsin®‘, acos®‘, bsın G“ 
bestimmten beiden Puncte mit dem Puncte zusammenfallen, dessen Coor- 
dinaten @cos® und bsin® sind. Man gelangt dann zu dem Kreise, wel- 
cher sich in diesem Puncte am genauesten an die Curve anschliefst, oder 
zu dem sogenannten Krummungskreise. Da für diesen Fall ?!"=P'=P9 
ist, so wird 





ar—lI!: . - 
= — — —,sın®’, 
b 
a?’ —b? 
p= -— cos®’, 
(di 
Wenn man den Radıus des Krümmungskreises mit AR bezeichnet, 
so hat man, da = («—p)’+ (ß— 9)? 


: a? N 2 ee 
RR — (« cos — — — .c0s® ) -I- (bsir — sın® ) 
a 


„2 fcosgy? sin Ki 
a”sın b’cos®°) 4 Fun u . 
(e p ie; a Top 
(o3sin g2 + 02 c0sq)° 





| 


a” Öb* 
3 


R = (a? sin Y : b* cos (p? ‚2 








ab : 
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Wir übergehen die Vergleichung dieses Ausdrucks mit dem für die 
Normale, deren Gleichung ın (7) enthalten ıst, wenn man darin @ —«& 
setzt. Die Gleichung der Normale ıst hiernach 


b a’ —b°® 
































pP— — cd y—= .cos®. 
[03 
” . BR | 
Für dıe Hyperbel, deren Mittelpunctsgleichung y’= -— ("x —a 
. a“ 
> a ° 
ıst, setze m u — o ıst „u b te 
’ un cosp? u 5 ß 5P, 
/ a Nnı4 2 / 
—— —_ ge Bir 
cos p’ ? zZ 
A Die -..- [3 us bitrd'". 
u cos’? Oo 
!urch die Anwendung dieser Coordinaten- Ausdrücke wird 
e___ AT 7 r / . I / 
> w) ) (ID — ( . ( u ( 
f DO a GE -, e.z FF 
ee  "< C05 > :sın > ’ 
1 1 ) 
Be 
ara = af — 
y - f 7 cos g' 4 
p? — 4° PER: b? ( 1 N l ) 
a — a’ ini a \cOSG 7 cos p‘ " 
Nie Gleichung (1) wird demnach für die Hyperbel folgende: 
g—p' 
cos ——— 
ID I at»? 1 1 
Dre er)... 
a . 9 +4 a cOSY cos p’) 
sin —— 
die Gleichung (?) wird: 
FEN. Zum p“ 
Ri at-lb2/ 1 
a ar, ( F-——) 
ER sin EFF" j a N\osp Feosg/ tt" 


Wenn man die Gleichung (I!) von (I) abzieht, so erhält man 


(f -- op! r ep’ 
P--4 +) 


R ‘ u ‘) ; 1 > 
2g h \ < 4 ! a? . =; i 1 ) 





a 
- nn — 








rt J ‘ \ 
a, . 9 . 99" a cos p’ cos p* 
in N 
2 ) 


an Tara Mi a a SZ EZ nn en ken e e u 
Durch eine ieIicnhie Zusammenziehung erliait man hieraus: 


4 4 
gt —g 














sın ri cos f » I p22 
Iyb £ ab‘ , op"! i gt—ıp y 
—, = —2, -—— .51Nn ———.51n - —:005%,c050 
a gig gg - S : ? 
sin — = „sin — — — 


a 


Hi ) * 
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folglich 
at PP 
2 172 SM — . sin ——— , siın ——— 

a*--b? .. ) 5) 


u = — — ’ 
/ b c05p . cos p' . cos g 


Nachdem dieser Werth für 9 ın die Gleichung (1) oder (II) gesetzt 





worden, erhält man: 
P— 
" r cos —— 
: 22 ? a ._ “2 L.00s@". cost Fr, 


i 7 u «-51N 
a cos 4G ch f .cosep” \ 


Fallen die drei Puncte der Hyperbel in den zusammen, dessen Coor- 








pP = 


: a ; : ; 
dinaten —— und btang® sind, so ist "= @'—=9, und 


COS Yf 


! 53 
= — I .tang}, 


Bezeichnet R den ee E der Hyperbel für diesen 
Punct, so findet man durch Anwendung dieser Ausdrücke auf die Glei- 


u  ’E 


(« tangp° "BE. =) 
sc un 


ab 


L) { ‚2 [pr 
chung r? = (« 











Für dıe Parabel ’ıst unter Voraussetzung der Coordinaten-Ausdrücke 


N» 


rıı rs 


Wr —— “Fi ey 
n)1?2 
” — 7 z,' 
MI — Wing 
Bi? u ef 
r ———— 147: wu 
4} I Wu 
’—)N v„ m 
ee ad 
a 17207 -r ya 
}) > 
j? aBNen J 
_—— — m, 
UÜ—0 


folglıch 


% 
2p + Bi —.9 ata' m, 
on —L 2V m —. ( ze & -H a’ 4 m. 


Nach der Auflösung dieser beiden Gleichungen erhält man: 
1 
= — ar WVetVa)vetya)veaitvVe) 
«ta ta’ +m+y(ea)tV (aa) + Vlae) 


2p 
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Fallen die beiden, durch die Coordinaten 
a‘, Y (a'm), 
a, Y (a. m) 
bezeichneten Puncte, mit jenem Puncte zusammen, dessen Coordinaten 
a, Y(#m) sind, so wird: 








1 daYV a 
2p=3a-t-mte tu te, 
6@--m 
p= = : 


A 


Bezeichnet R den Krümmungshalbmesser für diesen Punct, so er- 
hält man durch die Ausdrücke von y und p: 


R — cha Facts = 
2V m 
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41. 
Ucber die Functionen welche der Gleichung 
Oz +9y = Ylıfy+yfx) genugthun. 


(Von Herrn N. H. Abel.) 





Der € Gleichung 
Gr +rQfy=Yirfy+yfx) 
wird genug gethan, wenn 
— 1 — al air i 
Jy=3y wd 0 = vr = log: 


. N . . 
ist. Denn dieses giebt: 





logr -- losy = loga Y; 
dessleichen, wenn 
Jy= vüa—y) und@r = Ir = arcsinz, 
Wi Iches 


! 


aresinr-paresiny = arcsın[ry(1—y)+ yya—ı°)] 
giebt. 
Es wäre möglich, dafs ıhr auch noch auf andere Weise genug ge- 
than werden könnte. Dieses soll untersucht werden. 
Man setze der Kürze wegen 
sfy+y/Sı=tn, 


‚l: 


so ıst die gegebene Bedingungsgleichung folgende: 


3 END L 1; 
Be , jr . h/ . . 4 vr 

Differentiirt man diese Gleichung nach z und nach y, so findet man, 

E \ N 2 7 u, vr .- . De + ß 

wenn man sıch der Larranzeschen Bezeichnung der Differential- Coef- 


ficıenter bedient, 


( r “ er 
f v -—- MR N € 4 ı Y) Fr J In B 4 
ir ch nn — Y Ä ( pr ) und O Y — u / £ i 


. Y E : a . 4 z a Fu z ae 2 
Diese Gleichungen geben, wenn man die Gröfse Y’r eliminırt, 


ö A rl 2 ec r 
uk FG J a > 
)e1 \usdruck von? aber giebt: 


4 E ) — /y+y/x und (‘ ") = js+xfy, 


) 


3 ylfrtrfe) = Prlfatafy. 
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Man gebe nunmehr der veränderlichen Gröfse y den einzelnen 
Werth 0, welches erlaubt ist, weil x und y von einander unabhängig 
sind, so findet man ın (3.), wenn man der Kürze wegen 


00 =4ü, Jo == fo m ua 
selzt: 





(fx u ax) = 0, 
woraus auch, wenn man y statt x schreibt 
du — Pyy tey)=0 


folgt. Diese beiden Gleichungen geben 





n aa aa 
4. x = ——— und Gy = ——— 
” Je-- A G J Fr + a'y ’ 
a I . . 
und wenn man, nachdem —— statt Pr gesetzt worden, ıntegrirt, 
Ü X c / T 


mw 


a u 5 = a 


Die Function ®x wırd auf diese Weise u fr bestimmt. Es kommt 
also nur noch darauf an, /r zu finden. Setzt man in die Gleichung (3.) 





statt @’x und $y die Ausdrücke dieser Functionen (4.), so findet man, 
nachdem reducirt worden: 

. » 7, / Y \ / \ n 

6. Seter)SyHrYyf—(Sy+tey(Setefy = 
und dieses giebt, wenn man die Factoren multiplicirt, 


7. Ssfy+ arfy+ySıfat+ ey x —/[rfy 





aySz—a/yfy—eryfy=0, 





oder 
) ; PR | r > a x _ Su 
8 2afyfyfy—uyfy)—y (a) r) = 0, 
oder, wenn man mit ry dividirt, 
1 
9. ZI Hr) —— -(Wfs—fr, Pz—urfx) = 0. 


Die Gröfsen x und y sind aber von einander unabhängig; also kann 
diese Gleichung nicht anders Statt finden, als wenn 
2 Y 
SWEET 
Es seı also 


1 | 
10. —(e Se —fafz—urfı) = m, 





a'xf'r) = Uonst. ıst. 





yfyp)= —(#fa—fef x 


l 


so erhält man: 
11. fa(fe+taex) - (mr—u'fr) = 0. 


Durch diese Gleichung wird die Function fx bestimmt. Sie kann ınte- 


Ja m 2.5 


grirt werden, wenn man 


setzt, Denn alsdann ıst 
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44 


[x.0ox = z0x 4+x0z, 
und man findet, wenn man substituirt, 

(zdöxtxoz)(ez--ae’x) + (me—u'x2z)0x 
welches, wenn man mit «x dividırt, 


(zöxtxc0z)(zte) + (m—u'z)0x = 0, 
Iz(z-v„)-m—u'z]öoz -x0z(z te) = r 
2+m)ör + xöste) = 0, 


oder, wenn man mit x (z? lm) br 
0x ox(zte’) 
” z’--m 


ı 
2 


oder 


oder 





giebt 
Iliervon ıst das Integral 
c Be rn Fu oO z / Oz 
 — Jen Jam 
Es se 
PN 2 
so 15t 





0a 20: 02 1 z 
WE a er ne U Fa ln — Bar 
/ = og —= 3logs(.’—n?), er — 5,0 &- ; 


As 





also wenn man substituirt und eine willkürliche Constante c hinzufügt, 


z a z—n 
nn ae ae Eee. ww zen ... 
log« Ex — „102(2 2) 3,108 odeı 
- a’ 
c ’ a zo-n\*" 
106: = le le)” 
OD x o J stn , ’ 
woraus folgt: 
o\ 2 z—n 2 
en. (2) 
v4 11 
fx R 
Bs war aber fr = xz. Also ist 2—=-, und folglich, wenn man sub- 


ststuirt: 


nt 
P 'r)2__n? r?1li Iueh.. 2n 
Sa Dr il wo Ve * # ‚ oder 
x x c+ 7 nı 
1 a’ .E. 
e == fx — 1! .U8 +n x) ü > 


older. wenn man die 2nten Poesie nımmt: 
1%. et = (fe— nat". (fc + na)“. 


— 0 giebt c=x, weil [O=a war. 





Dieses 
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Dieses also ist die Gleichung, von welcher die Function fx abhängı. 
Sie ıst nicht allgemein auflösbar, weil 2 und &’ zwei unbestimmte Grö. 


[sen sınd, welche selbst imaginair seın können. 


Die Gleichung (12.) drückt die allgemeinste Form der Function fx 
aus, und es läfst sich zeigen, dafs sie der gegebenen Bedingungs-Glei- 


chung allgemein genug thut. In der That entspricht die Function fx 


der Gleichung (11.), und aus der Form der Gleichung (9.) sieht man, 
dafs sie auch dieser genug thut. Aber die Gleichung (6.) ist die Glei- 
chung (9.) in veränderter Gestalt. Also ihut fx auch der Gleichung (6.) 


genug. Aus der Gleichung (6.) aber findet man die Gleichung (3.), 





wenn man O'x = ee setzt, und die Gleichung (3.) giebt, wenn 


man afytyfe=r setzt: 
EL on :y (27) TOROR 
tree) = ° 


Integrirt man diese partielle Differential-Gleichung nach den bekannten 





Regeln, so findet man: 


= F(®2-+9y), 
und hieraus 
Or-+Py ur, oder 
pr+-py= vialytrfo), 


welches die gegebene Bedingungs- Gleichung ıst. 


IN 


Es ist noch übrig die Function % zu finden. Zu dem Ende sei 





y=0, so findei man, weil [0 =, 


Or = Ylar)— 90, 
TC 
oder, wenn man —_ statt © setzi, 
x 
ve=0-7+90. 
Zusammengenommen findet man also, dafs die allgemeinsten Formen 


der Functionen, welche der Bedingungs- Gleichung 
92 +9y = vialytyf/a 


senug tlıun, folgende sind: 


DC 
0: = I rer und 


x I or 
Ir=00 +07 = af Ä +90, 
a ’ n » 
sa)+es 
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f/ o 5 Y — 2 n a > 
RR Me; . C wu ,— Zu ( Be 2; — Re ; C zZ, 
und man findet, wenn man substituirt, 
(28x +x02)(xz2-Fae'ix) + (mx—u'xz)dx = 0, 
welches, wenn man mit x dividırt, 


oder 
2 .)Hm—uz]oez-+xcdzz+te)= rt 
(+H-m)oxtxcız te‘) — 0, 
oder, wenn man mit x (2? + m) dividırt, 


0x o:=(z ste’) 


oder 








x z’-m 


eiebt. 


llıervon ıst das Inteeral 


Es seı 


jet 


dc 0: 02 r z—n 
= = ler I: —— = 3los(z’—.n* a = 510g 
/ = 9° Jz’—n? ve ) Jz:—n? 08; tn’ 
also wenn man substituirt und eine willkürliche Den c hinzufügt, 


lege — lkgr = glg !—n’) + zu logiZ ‚ oder 


woraus folgt 


NEN fr 7 o 2 & —. = s 
= (2 —N).\27>]- 
zn 
Es war aber fr = xrz. Also ıst z =—, und folglich, wenn man sub- 


stıtuirt: 
nt 


n | fx)” —n? x? & fe, 


’ oder 


I a 





u 5 1 af 
n Tan „ Von 
c= (fe —nax% °"., (fe ne °", 
oder. wenn man die 2nten Potenzen nımmt: 


12. (fx er 72% ; 2er e fx + nz)" 


—0 giebt c=%, weil [fo=a war. 





Dieses 
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Dieses also ist die Gleichung, von welcher die Function fx abhängt. 
Sie ist nicht allgemein auflösbar, weil 2 und &’ zwei unbestimmte Grö 


[sen sind, welche selbst imaginaır sein können. 


Die Gleichung (12.) drückt die allgemeinste Form der Function f« 
aus, und es läfst sich zeigen, dafs sie der gegebenen Bedinsungs-Glei- 
chung allgemein genug thut. In der That entspricht die Function fx 
der Gleichung (11.), und aus der Form der Gleichung (9.) sieht man, 
dafs sie auch dieser genug thut. Aber die Gleichung (6.) ist die Glei- 
chung (9.) in veränderter Gestalt. Also thut fx auch der Gleichung (6.) 


genug. Aus der Gleichung (6.) aber findet man die Gleichung (3.), 


setzt, und die Gleichung (3.) giebt, wenn 





go / / — 
wenn man Q'x = Ze 
man xfy yfx == r- seizt: 
pr = / (27) = 0 
ter) 


Integrirt man diese partielle Differential-Gleichung nach den bekannten 





Regeln, so findet man: 


r—= F(@r+P9y) 
und hieraus 
Or-+Py Ur, oder 
9x:+-0y = virfy+y/m) 


welches die gegebene Bedingungs- Gleichung ıst. 


ul 


Es ist noch übrig die Function % zu finden. Zu dem Ende sei 


y=0, so findet man, weil fo =e, 


Or = Ylar)— 90, 
x 
oder, wenn man — statt x setzt, 
x 
ve=P—-7r90. 
Zusammengenommen findet man also, dafs die allgemeinsten Formen 


der Functionen, welche der Bedingungs- Gleichung 
9z+9y=Yayty/® 


senug thun, folgende sind: 


0x 
Or: =. ef; 7 und 
j Ic oc 


X L Ox 
vr=00+9- = ef 2 +90, 
es) + «x 








0 
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Abel, über die Functionen in ge<-yy = w(zfytyfx) 
wobei fx von der Gleichung 


abhängt. 


a” — (fe —na)"t" (fe + ne)“ 


Es seı z. B. 


num a’ m £, 
so ıst 
e=ji—ir, 
also 
fx 
und folglıch 


=a+3% 





Bi —= aulogs(@+r) + Kk, 
Ir =Po+g(2)= 244 analoge + aalog(e +?) 
wo 

Jr = 2b reealbs(@®’+r). 


Die Bedingungs-Gleichung giebt also 


weiches ın der That zutrifit, denn beide Theile dieser Gleichung redu- 
ciren sıch auf 


k-++-axwlog(a+x) +i+asvlos(u+y)=2k+aels[® + ra +3y)ty(at32)]; 


2k + evlgs(# ar teytıy). 


den. 


Ä 


Die Function ®x wurde oben in der Form eines Integrals gefun- 


Man kann auch für dieselbe, vermittelst der Logarithmen, einen 
endliche 





en Ausdruck finden, wenn man die Function /x als bekannt an- 
nımmt. Es seı nemlıch 
Jetre=v und [r—nı=t, 
so giebt die Gleichung (12.) 
7 Da 22 y" er pre‘ 
also 
ntu‘ EN on han 
i REED % * D b/ 
und folglich 
m an 
t—= arte‘, vtrr, 
Nun ıst 


fr = iw+t 
ılso 1st 


ınd 2x 


ı(v—t), 


on ct n 
T 
— 
je == 2 


ul Lu, li” und 


q 


1 on af „ n 

u - nta’ „tn 

x — > - UV 74 ” U + . 
MN «Il 


Dieses giebt, wenn man differentiirt: 
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OR ( 1 ae'—n = ._ sn n 
occ= In Inatn) 107 u» )i D, 
desgleichen findet man 
a! u 
Je twe= (3 + z_) v+ (:— 2) at, vetr, oder 


2 [1 d—n 17 — 
Je tax = (n+e‘')|— at, dv +) v, 


ın 2m (en) 
0x u ov 
Se+e'x (n+ta')v? 


welches, wenn man integrirt, 


0x == 1 los Be 
ct ex —nte < Sehen Pr 


siebt, wo c eine willkürliche Constante ist. Setzt man also für v sei- 
nen Werth fr + nr, so findet man 


1 
13. ®x = log(enxe-tcfx). 


In den beiden Fällen, «=» und 2= 0, bekommt die Funciion 





aso 











/x einen particulairen Werth. Um denselben zu finden, mufs man auf 
die Diiferentialgleichung (11.) zurückgehen. 


Ws sei zuerst 








n == 0, 
so giebt die Gleichung (11), weil m =—n?: 
fıfr tu )—ufe= 0. 
Es seı 
fz == z.2, 
so findet man 
OR oz(z+«) __ Oz ‚Oz 
re ur 


wovon das Integral 


a a 
lge+loge= —logz+ — oder log(eze) = —, 
. T% 
oder, weıl z — = war, 
] ae’ d ie m {rl wer 
ogcfz = 7, oder ar — /rlog(efr) ist. 
Für r=0 ist O=elogce, also ca=1 und 
4 
=’ 


also 


“KiuU 


ie 

fi 

az = frlor(”-) oder 
J log, 


14. ee — er: 


50* 
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Diese Gleichung also bestimmt fx für den Fall, wenn n=0 ist. Die 
Gleichung (13.) giebt für diesen Fall 


1 1 
Oz == — log cfx = — log ca +-15(2), 





[07 a 
7 wi. 
mithin, weil zu Folge (14.) log = —— ıst: 
& J=x 
f - log & « 
ee 
a’ FR 


Ferner ist 


16. ve=gp0o+p() = 


2 a A 





+) 
Die gegebene Bedingungs-Gleichung also ist: 


loe c ur + + Fr Pr A Be fv--yfx a 
a‘ a Sur 
J) af Ge ä 


164 











das heıfst, es mufs 





17. fr TrFe) u. fzfy 


sein. 
Um diese Gleichung zu untersuchen, wollen wir siatt x und y ıhre 


x fx 


Werthe aus der Gleichung (14.) setzen, nemlich — log 3 und 


. “ & 
J V N Rn J> 
a v5 a J' 


Dieses zıebt: 
be) 








(+ fr 
a loo 1) 
[47 
Ra) _—— — je Ten — 2) 
1 2 ca’ Ks Jzfy RER ufr, 
wenn man der Kürze vegen 
> x ; 
SxJ/ylog Pr) 
19 & BR 
j aa‘ 


setzt. Es folgt daraus: 
| fr 
2log: 0, +lg—- = log\ (fx fy). 
Aber zu Folge der Gleichung (14.) ist 


lo Fi, «'r 
Ir — {> 2. 
te) & Jr 


also erhält man, wenn man substituirt, 


2. 2lge + = log (fx fy) 
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[r.log we I) " 


rs} = 
Da aber fr = is war (18.), so ıst, vermöge (19.), -. = pP, 





f cf . 
also = log se 32), folglich ın (20.): 2logz + log > z2 —=log(/xzfy), 
welches, wie leicht zu sehen, wirklich der Fall ist. 

Es seı ferner 


a’ = x. 


Schreibt man in diesem Fall die Gleichung (11.) wie folgt: 


FE af Eee, 





so ist klar, daßs zf er — fx =0 sein ec wenn a endlich ıst. Also mufs 


> 


!’x Cx 
F® —_ 22 oder Ja 02 
Jx x 
sein. 
Ist 
m=— pw, 
so ıst 
sfr — pr Sı=0. 
Es seı 


x = zz, 


so erhält man 
z(xdö2 +z20r)— (pr —ız)dx = 0, oder 


202 == pdz, 
fx 
| ai a z ä 
also z=plger = —, und folglich 
Je = prhges. 
Um ®rx zu finden, substituirre man diesen Werth der Function fx 
in die Gleichung (3.), so erhält man, weil fx = ploger-+pe ist: 


Pylpylogeytyplogex+pey) — O'x(pxlogex+rplogey-per) = 0; 
also wenn man mit p(loge’ry + ce) dividirt, 


yD’y—zDd'r = 0, 


tolglıch 
kKox 





dr =Kk ud 0dı = : 
c 


mithin 
Dxr=kleme. 
Die gegebene Bedingungs-Gleichung geht also in 
klogmz-+ klogmy = Liapylogey-+ypzloge:,, 
oder ın 


klog m’xy ze b(pxy los cry) 
über, oder wenn man 











394 Abel, über die Functionen inpgc-tyy = w(zfy-yvfx). 


prybsersy=rundıy=v 
setzt, ın 
vr = klos m’v. 

Durch das Verfahren, welches hier oben die Functionen gab, die 

der Gleichung 
Dr+bdy= Yl(afy+yfz) 

genugthun, lassen sich auch die unbekannten Functionen in jeder andern 
Gleichung mit zweı unabhängis veränderlichen Gröfsen finden. In der 
That lassen sich durch wiederholte Differentiationen nach den beiden ver- 


änderlichen Gröfsen, so viel Cleichungen finden als nöthig sind, um be- 
liebige Functionen zu elıminiren, so dafs man zu einer Gleichung ge- 


ol r 


langt, welche nur noch eine dieser Functionen enthält, und welche im 
Allgemeinen eine Differential- Gleichung von irgend einer Ordnung sein 
wird. Man kann also ım Allsemseinen alle die Functionen vermittelst 
einer einzelnen Gleichung finden. Daraus folgt, dafs eine solche Glei- 
chung nur selten möglıch sein wird. Denn da die Form einer beliebi- 
sen Function, dıe ın der gegebenen Bedingungs-Gleichung vorkommt, 
vermöge der Gleichung selbst, von den Formen der andern unabhängig 
sein soll, so ıst offenbar, dals man im Allgemeinen keine dieser Functio- 


nen als gegeben annehmen kann. So z.B. könnte der obigen Gleichung 


nicht mehr genug gethan werden, wenn fx eine andere als die gefun- 
dene Gestalt hätte. 
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42. 
Auigaben und Lehrsätze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen ‘). 


J 





1. 

(Von Herm L. Raabe zu Wien. ) 

67. Autzabe Die Zahl und Form der Bedingungs-Gleichungen zu 
oO o te) be) 

finden, welche Statt finden müssen, damit 2 gerade Linien im Raume 
einen Punct gemeinschaftlich haben. Für zwei gerade Linien im Raume, 
deren Gleichungen 

= m 0: a, y 
z =uaz-t uw, yz=b'z+-ß 
sind, findet nur die einzige Bedingungs- Gleichung 


a— «a a — a 


ar 77 
Statt. 

68. Liehrsatz. Wenn drei Kreise von gegebenen llalbmessern 
in einer und derselben Ebene liegen, und von einer und derselben gera- 
den Linie berührt werden, und A bezeichnet den Flächeninhalt des ge- 
radlinigen Dreiecks, in dessen Ecken die Mitielpuncte der drei kreise 
liegen, ö hingegen den Flächen-Inhalt des Dreiecks, in dessen Ecken die 
Mittelpuncte der drei Kreise dann liegen, wenn sie, in veränderter Lage, 
eine beliebige Coordinaten-Axe der x berühren, während ihre Mittel- 
puncte in derselben Entfernung von der auf dieser Axe senkrechten Axe 
der y bleiben, wie zuvor; 6’ endlich den Flächen -Inhalt des Dreiecks, 
in dessen Ecken die Mittelpuncte der drei Kreise liegen, wenn sie, wie- 
der in veränderter Lage, die Coordinaten-Axen der y berühren, wäh- 
rend ihre Mittelpuncte in gleicher Entfernung wie in der ersten Lage von 
der Axe der x sind, so ist 
N? — ’ıL Br 
*) Die unter der Ueberschrift: „Von Anderen” stehenden Aufgaben in diesem Bande des 


Journals sind von dem Herausgeber aufgesetzt. Er hat ihnen die Ueberschrift: „Vom Heransge- 


ze fi 4 i | 
ber” deshalb nicht gegeben, weil es möglich wäre, dafs ihm, ohne dafs er sich dessen noch er- 





innerte, die Idee zu dieser oder jener Aufgabe durch irgend ein Buch, oder im Gespräche mitge- 
theilt sein könnte, und er der Möglichkeit, sich etwa unbewufst fremde Ideeen zuzuschreiben, ent- 
ziehen wollte. Er trat daher die Ideeen zu den Aufgaben, für den Fall, dafs sie Jemand Anders 


schon gehabt haben sollte, im Voraus ab, und findet sich aufgefordert, solches zu bemerken 
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2. 
(Von Anderen.) 

69. Wenn fx eine gegebene erste Ableitung, oder wie man sagt, 
fx.©x ein gegebenes Differential von der ersten Ordnung ist, für deren 
Stammgröfse (oder für dessen Integral) sich kein geschlossener Ausdruck 
finden läfst, sondern nur eine unendliche Reihe, so fragt es sich, ob und 
wie sich erkennen lasse, ob der Werth des Integrals, für den einzelnen 
Fall: e=®w, unendlich grofs sei, oder endlich, oder Null. Der Werth 
selbst der Stammgröfßse (des Integrals) für = x, wenn er endlich ist, 
wird nicht verlangt. 

70. Wenn 5, die Summe von 2 beliebigen Gröfsen @,, @,, 4...» 
.. + @y, ferner (s°). die Summe der Quadrate dieser Gröfsen, (s’), die 
Summe ihrer dritten Potenzen u. s. w. bezeichnet, so kann die nte Po- 
tenz der Summe <,, nemlich (s,)”, durch 

6.7” — (5), +- $ 
bezeichnet werden, wo 8 eine Summe von Gliedern ist, deren keines 
eine von den rGrößsen &%, @, .... a, allein enthält. Es fragt sich 
nun, für welche ganzzahlıge 2, 2 und v, die Gröfss S mit (s,)” auf- 
gehe. Für2r=2, m=5 und v=1 findet bekanntlich ein solches Auf- 


gehen Statt; nemlich (@, -+ @,)’ ist gleich 

a + 3ata, + 3a a, + «,, 
also hier S= 3ele, + 3a,e;, und diese Gröfse geht mit «,+ e, auf. 
Die Frage ist also, ob 2, 2 und y noch andere ganzzahlıge Werthe ha- 
ben können, als 2, 3 und 1. 

71. a) Welche Gestalt munfs eine ebene Fıgur von bestimmtem 
Flächen-Inhalte haben, wenn sie so viele als möglich ın ihrer Ebene 
sich befindende Puncte unter der Bedingung umschlıiefsen soll, dafs kein 
Punct dem anderen näher liege, als bis auf eine bestimmte Entfernung, 
und dafs der Umfang der Fläche, wenn er krummlinig ist, nicht ab- 
wechselnd convex und concav sei, wenn er aber geradlinig ist, keine 
einspringende Winkel habe; desgleichen, wıe müssen die Puncte dann 
gegeneinander und in dem Umfange der Figur und gegen ıhn liegen? 

b) Welche Gestalt mufs eine Fläche, die einen körperlichen Raum 
von bestimmter Gröfse umgiebt, haben, wenn sie so viele Puncte als 


möglich unter der Bedingung umschlieisen soll, dafs kein Punct dem an- 
deren näher liege, als bis auf eine bestimmte Entfernung, und dafs die 
Fläche, 
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Fläche, wenn sie krumm ist, nicht abwechselnd concav und convex sei, 
wenn sie aber aus Ebenen zusammengesetzt ist, keine einspringende 
Ecken habe; desgleichen, wie müssen dıe Puncte dann gegeneinander 
und in der umschliefsenden Fläche und gegen sıe liegen? 

72. Die Winkel zwischen den Seiten und Diagonalen ebener ge- 
radliniger Figuren werden entweder 1) blofs durch andere dergleichen 
Winkel, oder 2?) auch blofs durch die trıgonometrischen Linien dersel- 
ben, ohne die Seiten und Diagonalen zu Hülfe zu nehmen, oder 3) nur 
mit Hülfe der Seiten und Diagonalen bestimmt. Die Fälle anzugeben, 
in welchen besonders das Zweite Statt findet. 

73. Durch welche Seiten und Winkel eines Raum-Vielecks (sphä- 
rischen Vielecks) wırd das Vieleck bestimmt? In welchem der verschie- 
denen Fälle ıst mit bestimmten Seiten und Winkeln nur ein Vieleck 
möglich, in welchen anderen sind symmetrische Vielecke möglich, und 
in welchen, mit den nemlichen Seiten und Winkeln, mehrere und un- 
zählige gleiche oder symmetrische Vielecke? 

74 Aus den sämmtlichen Seiten eines Raum-Vielecks (sphärischen 
Vielecks) und denjenigen Winkeln, die noch zur gänzlichen Bestimmung 
des Vielecks nöthig sind, und die aneinander liegen mögen, den Raum- 
Inhalt des Vıielecks zu finden. 

75. Welche Verhältnisse finden zwischen den Seiten und Winkeln, 
nach den Ecken und nach den Seiten centrischer Raum-Vielecke /sphä- 
rıscher Viıelecke) Statt? 

76. Wenn man die Zahlen der Dreiecke, Vierecke, Fünfecke bis 
m Ecke, von welchen Polyeder umschlossen werden können, durch z,, 
N, Ay... . A, bezeichnet, welche Werthe können möglicher Weise 
My; Agp Ass + +» « . A. haben? 

77. Den körperlichen Inhalt eines von lauter Dreiecken umschlos- 
senen Polyeders aus den Kanten zu finden. 

75. Welche Verhältnisse zwischen den Kanten und den Kanten- 
und Seiten- Winkeln finden in einem Polyeder Statt, welches von lauter 
Dreiecken umschlossen ist, wenn seine Eckpuncte sämmtlich in einer 
und derselben Kugellläche liegen, oder wenn seine Seiten-Ebenen von 
einer und derselben Kugelfläche berührt werden, oder wenn das Gleiche 
mit seinen Kanten geschiehet? 

Crelle’s Journal. II. Bd. 4. Hit o1 
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79. Wenn man annımmt, dafs die Intensität des Lichtes, welches 
ein leuchtender Punct in einem vollkommen durchsichtigen Mittel ver- 
breitet, in umgekehrtem Verhältnils des Quadrats der Entfernung vom 
leuchtenden Punct stehe, desgleichen, dafs, wenn sich ferner der Punct 
in einem unvollkommen durchsichtigen Mittel, wie z. B. der aimosphä- 
rischen Luft, befindet, eine zweite Abnahme Statt finde, die zu der Dicke 
der durchleuchteten Schichten ım Verhältnifs stehet: wie viel wird dann 
die Summe des Lichtes betragen, welches der leuchtende Punct aussen- 
det, wenn man unter dieser Summe die Summe der Producte der be- 
leuchteten Räume in die Intensität der Beleuchtung verstehet? 

80. Wenn unter denselben Voraussetzungen wie (79.) noch ange- 
nommen wird, dafs eine zurückstrahlende Ebene, auf welche der leuch- 
tende Punct sein Licht wirft, einen constanten Theil der Beleuchtung 
verschlucke: wieviel wird dann die Summe des direct, und des von der 
Ebene zurückgeworfenen Lichtes betragen, und in welcher Entfernung 
mufs sich die Ebene von dem leuchtenden Puncte befinden, damit die 
Summe des Lichts ein Maxımum seı? 
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43. 


Einige Nachrichten von Büchern *). 





Von den so sehr verdienstlichen ‚, Annales de mathdmatiques pures et appliqules, ou- 
vrage periodique, redigd par Mr. J.D.Gergonne a Nismes, chez P. Durand-belle et 
a Paris chez Bachelier,” von welchen monatlich ein Heft, etwa #4 Bogen stark, her- 
auskommt, erscheint nun schon der 1Ste Band oder Jahrgang, und das Werk hat duveh 
die ganzen 18 Jahre seinen Werth behauptet. Es füllt jetzt an 900 Bogen, und e:il- 
hält einen Schatz von mathematischen Arbeiten und Materialien und Anlals zu ferne- 
ren. Die ausgezeichneiesten Schriftsteller, z. D. aulser dem Jlerrın Herauszeber selbst, 
die Herren Poisson, Kramp, Poncelet, Servois ete., haben daran Theil genom- 
ınen. und die Wissenschaft ist durch ihre Arbeiten in männigfacher Beziehung we- 
sentlich bereichert worden. Die Annalen sind uber die ganze eivilisirte Kirde verbrei- 
tel, von Petersburg bis Rio-Janeiro und von Stockholm bis Palermo, und genielsen 
der verdienten Anerkennung. Dieses ist unstreitig ein erfreuliches Zeichen der Zeit, 
aber warlich, es gehört auch ein Mann von solchem Eifer für seine Wissenschaft, von 
solcher Thätigkeit und von so gründlichen Kenntnissen dazu, einem solchen Unterneh- 
men Schwung zu geben, und es darin zu erhalten, wie der scharfsinnige und gelehrte 
Herausgeber desselben. Nicht allein, dafs seine eigenen Arbeiten unter die besten des 
Werkes gehören: auch sein Eifer und seine Thätiskeit sind bewundernswerih und un- 
ermüdlich; seine Unpartheilichkeit und Bereitwilligkeit, jedes Verdienst und selbst jedes 





*) Der Herausgeber hat sehr um Entschuldigung und Verzeihung zu bitten, dafs er in diesem 
Journale bis jetzt so selten Anzeigen und Benrtheilungen von Brichern gab. Erstlich fehlt es ihm 
durchaus an Zeit, anch nur das bedeutendere Neue mit derjenigen Aufmerksamkeit zu lesen, die 
nöthig ist, um ausführlich darüber zu urtheilen. Er ist wie immer von Geschäften seines Dien- 
stes überladen, die ıhm durchaus keine von den Stunden, welche irgend der Arbeit gewidmet sind, übrig 
lassen. Früher hat er zu seinen mathematischen Arbeiten die der Erholung und Ruhe gehörige 
Zeit der Abende und Nächte verwendet. Jetzt erlaubt ihm dieses der eben dadurch geschwächte 
Zustand seiner Gesundheit, und besonders seiner Augen, nicht mehr, und so ist es ihm unmöglich, 
sich zum Critisiren auszurüsten. Zweitens ist aber auch ein ilım eigentbümlicher, fast unbezwing- 
licher Widerwille gegen älles öffentliche Urtheilen über die Arbeiten Anderer au der Unterlassung 
Schuld. Dieser Widerwille gründet sich vorzüglich darauf, dafs es ihm nie hat gelingen wollen, 


sich vos dem Recht Einzelner, sich selbst zu öffentlichen Richtern über das geistige Thun Anderer 


zu constituiren, zu überzeugen. Eın solches Recht könnte allenfalls nur auf einen Augenschein des 
Nutzens der Critiken gegründet werden; aber der Herausgeber hat nie einen solchen einlenchtenden 
Nutzen bemerken können. Er glaubt deshalb auch, dafs die Critik sich fast nur auf Anzeigen von lite 


rarischen Arbeiten reduciren müsse, und dafs wenigstens der Anzeigende, wo er nicht, in das Urtheil 
des Publicums einstimmmend, loben kann, kein Recht habe zu tadeln. Er mag sich in allen diesem 
irren; so viel möchte indessen wahr sein, dafs das geringste ‚ Bessermachen ” dennoch mehr nütze, 
als die Critik, und um so mehr, weil,an Critiken kein Mangel, an neuem Guten dagegen kein Uebertlufs 
ist. Darum hat er auch in diesem Journal nur alle Mühe darauf gewendet, so viel als möglich Gutes 
und Nützliches zusammenzubriugen. Er hat es in dem Maafse gethan, dafs, wenn man es zu sagen 
erlaubt, in dieser Beziehung eigentlich mehr geleistet worden ist, als versprochen war, nemlich «da- 
durch, dafs fast keine einzige Abhandlung, wie es sollte geschehen dürfen, blofs übertragen ist, son- 
dern dafs fast alle, obne Ausnahme, original sind. Er hofft also mit diesem guten WVillen, wegen 
der Versäumung in Rücksicht der Critiken weniger tadelhaft zu sein. Er hat noch immer darauf 
gerechnet, dafs ihm Beurtheilungen zugesandt werden würden, allein diese Hoffnung ist his jetzt 
fehlgeschlagen. Er bittet aus allen diesen Gründen um Verzeihung wegen einer Unterlassung, wel- 
cher er sich nicht gut entziehen konnte. Er giebt jetzt bier einige Anzeigen, die er mit gulem 


’ 


Gewissen niederschreiben kann, und wird auch damit von Zeit zu Zeit, wenn es sein mufs, fortfah- 
ren, hoffend indefs, dafs Andere ihn in der Erfüllung dieses Theils seiner Verpflichtungen bei dem 
Journal, der ihın durch allgemeine Gewohnheit aufgelegt wurde, zu unterstützen die Güte haben 
werden. 
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Bemühen um die gute Sache anzuerkennen, ist von einem seltenen Grade. Möge die 
treilliche Zeitschrift stets fortblühen, und ihr würdiger Herausgeber noch lange die 
Freude genielsen, zur Verbreitung und Entwicklung einer der edelsten und wichtigsten 
Wissenschaften so wirksam und wesentlich beigetragen zu haben! 


Neuer ist das „Bulletin universel des sciences et de Tindustrie, sous la direction 
de Nlr. le Baron de Ferussac a Paris,” welches in S Sectionen die reine und an- 
gewandte Mathematik in ihrem ganzen Umfange, die Physik, die Chemie, die Naturge- 
schichte, die Geologie, die Mediein, den Ackerbau und die Staatswirthschaft, die Tech- 
nologie, die Geographie, die Geschichte, die Alterthümer, die Philologie und die Kriegs- 
kunst zum Gegenstände hat. Die erste Section ist der Mathematik, Physik und Che- 
inie gewidmet, und es erscheint von dieser Section, so wie von den übrigen, monat- 
lich ein Heft. Dieses Werk befindet sich jetzt in seinem vierten Jahrgange. Aber 
auch bei ıhım zeigt sich ein sichtbares Gedeihen, und der Eifer und die T'hätigkeit des 
Herrn Herausgebers ist unverkennbar. Das Werk enthält nächst der Anzeige von 
Schriften in allen Sprachen, zum Theil verbunden mit kurzen Beurtheilungen und Nach- 
richten von den Arbeiten der Academieen und einzelner Gelehrten, auch schätzbare, 
kurze Abhandlungen und Aufsätze. Die eigenen Beurtheilungen sind schonend, bleiben 
bei der Sache, und verletzen deshalb nicht, wo sie tadeln müssen. Auch diesem Werke 
ist unstreitig stete Fortdauer und das beste Gedeihen zu wünschen. 

Der „„Barycentrische Caleul” vom Herrn Professor Möbius, Leipzig bei Barth, 
1826, enthaltend geometrische Untersuchungen, die vom geometrischen Begriff des 
Schwerpunels ausgehen, ist ein wichtiges deutsches Originalwerk, und verdient alle 
Aulinerksamkeit der Mathematiker. 

Herr A. I. Cauchy seizt heftweise seine ‚„Ewxercices de malthematiques, a Paris 
chez de Bure freres” fori. Es sind 19 Hefte erschienen. Das Werk ist voller tiefer 
analytischer Untersuchungen, wie sie sich von dem scharfsinnigen und an neuen Ideen 
reichen Verfasser des „(Cours d’analyse,” der „‚Lecons sur le calcul infinitdsimal,” der 
„Liecons sur lapplication du calcul infinitdsimal a la geomeitrie, etc.’ erwarlen lassen. 

Von den ,„Exercices du calcul intdgral” des Herrn Legendre erscheint eine 
veue Auflage, die noch gesen die erste sehr bereichert sein soll. Dieses Werk eines 
\elerans aus dem ersien Range der Geomelter wird unstreiiig sehr wichtig und um 
so interessanter sein, da der Gegenstand womit es sich vorzüglich beschäftiget, nem- 
lich die elliptischen Functionen, die Facultäten, die Eulerschen Integrale und was 
damit zusammenhängt, in neuester Zeit so sehr die Aufmerksamkeit, und gleichsam 
einen Welteifer der Mathematiker erregt hat. 

Von Herrn Fourier, dem berühmten Verfasser der classischen „Theorie de Ta 
chaleur” und vieler anderen gediegenen Arbeiten, ist ein wichtiges Werk über die 
numerischen Gleichungen zu erwarten, 

Herr Professor Grunert in Torgau ist mit der Vollendung des mathematischen 
Wörterbuches beschäftigt, welches Klügel anfıngz, Mollweide forlsetzte, dessen 
Beendigung aber beide nicht erlebten. Erst durch die Beendigung, die für ein Wör- 
terbuch so vorzüglich wichtig ist, wird dieses, auch wegen der mit so vieler Gelehr- 
samkeit behandelten Geschichte der einzelnen Theile der Mathematik, schätzbareWW erk 
seinen vollen Werth erhalten. 
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